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AVIS DU LIBRAIRE.- 

V Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage ainsi 
que de toutes les autres parties de son Cours, dans 
•es Essais sur l'Enseignement en général , et sur 
celui des Mathématiques en particulier , où il s est 
proposé de réunir ce qu'il y a de plus précis et de plus 
important sur la philosophie de ces sciences. 



ZbtiL* Cxcmplairej dto jyrééeni* Zraifej, fui nej 
porterais paâ, , comrnej ci- de à â ou A ^ le A dia nature A 
do l'oduteuv ei* dio JCiêrairo , deraj contrefaite. 
jCeA me dure A néceââaireA derona» priée A pouv 
atteindre* , conformément* cb Ico jCoi, le A faêri- 
• cateurA eu le A déSitanA do ce A exemplaire A. 
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De la Trigonométrie rectiligne. 

\Jn considère six choses dans un triangle rectiligne, trois angles 
et trois côtes. Avec trois de ces six choses, on détermine tou- 
jours, un triangle, pourvu qu'il s'y trouve un côte, page r 

Si on avait une suite de triangles calcules sur tous les angles 
possibles , il se trouverait nécessairement dans cette suite un, 

• triangle équiangle avec un triangle quelconque donne', a 

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l'extrémité' d'un arc 
sur le rayon qui passe par l'autre extrémité j le cosinus est la 
partie du rayon comprise entre le pied du sinus et le centre; 
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre l'arc et le 
pied du sinus j la tangente est la perpendiculaire élevée à Tex- 
trémité d'un arc, et terminée au rayon prolongé qui passe par 
l'autre extrémité; ce rayon prolongé s'appelle sécante , 4 ct 5 

On appelle complément d'un arc, ou d'un angle, ce qu'il faut ajou- 
ter ou retrancher à cet arc , ou à cet angle, pour en faire le quart 
de la circonférence , ou un angle droit , 4 

Les cosinus, cotangentes et cosécantes sont les sinus , tangentes 
et sécantes des arcs complémentaires , 4 et 5 

Le cosinus et le rayon ont le même rapport que le sinus et la 
tangente, ou que le rayon et la sécante, 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan- 
gente, ou entre la sécante et le cosinus, ibid. 

Le quatre du rayon est égal à la somme des quarrés du sinus et 
du cosinus , 7 

Le sinus de la somme ou de la différence de deux arcs, est égal 
an sinus du premier multiplié par le cosinus du second , plus ou 
moins le sinus du second par le cosinus da premier, le tout di- 
visé par le rayon, ibid- 

Le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs , est égal 
au produit des cosinus de chacun de ces arcs, moins ou plus 
le produit des sinus , le tout divisé par le rayon , ibid. 

De ces expressions on déduit le sinus d'un arc multiple d'un autre, 9 

Étant donné le sinus d'un arc , on trouve le sinus de sa moitié, 10 
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On appelle supplément d'un arc ou d'un angle ce qu'il fane y 
ajouter, o» en retrancher, pour faire la demi-circonférence , ou 
deux angles droits, page ï» 

Un angle obtus a le même sinus que son supplément, ibid. 

Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus qu'on calcule , mais 
leur rapport avec le rayon , ibid. 

La longueur d'un arc est plus grande qne celle de son sinus , et 
moindre que celle de sa tangente , ibid. 

Le rapport de ces deux lignes a pour limite l'unité, i3 

DTote. Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens , 
sont d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 1* 
ligne droite , ibid. 

Comment on peut trouver d'une manière assez approchée, la lon- 
gueur de l'arc qui répond à un sinus très-petit , ibid. 

Note. Série qui exprime la tangente par le sinus, i4 

Le sinus du quadrans n'est autre chose que le rayon , et le sinus 
du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon , ibid. 

De la division du cercle, i5 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est égal à 5 \Za , 16 

De la construction des Tables trigonométriques , ibid. 

Leur usage, 18 

Les sinus et les cosinus changent désigne, lorsqu'ils passent dans 
le demi-cercle opposé à celui où ils se trouvaient d'abord , 23 

Les tangentes prennent leur signe conformément à leur relation 
avec les sinus et cosinus , i\ 

Un arc négatif a son sinus de signe contraire à celai de l'arc po- 
sitif égal, et son cosinus de même signe, a5 

Recherche de diverses relations des lignes trigonométriques , ibid. 

Le rapport de la somme à la différence des sinus de deux arcs est 
le même que celui des tangentes de la demi-somme et de la 
demi-différence de ces mêmes arcs, aS 

Table des formules trigonométriques les plus usitées , 3o 

Dans tout triangle rectangle, le rayon est au sinus d'un des angles 
aigus comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet angle, 3% 

Le rayon est à la tangente d'un des angles aigus, comme le côté 
de l'angle droit adjacent à cet angle est au côté opposé, ibid. 

Comment on calcule un côté quelconque d'un triangle rectangle 
quand on connaît les deux autres, 33 

Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés, .36 

Rapport entre les côtés d'un triangle et les sinus de ses angles , Sj 

Par la proportion énoncée plus haut, on résout tous les cas d'uni 
-triangle quelconque , excepté celui dans lequel on connaît 
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•Vnx cotés et l'angle compris, et celui dam lequel on connaît 
ki trois côtes, page 38 

La somme de deux cotes «Tun triante est à leur différence, comme 
Il tangente de 11 demi-somme des angles opposes à ces cotes 
est à la tangente de leor d«nni-diffeience, 3g 

Comment on trouve immédiatement le troisième cote, 4° 

L* sinus de la moitié' d'un angle est égal à la racine quarrée du 
produit des différences de la demi-somme des trois cotes du 
triangle arec chacnn des cotes qui comprennent l'angle cherche, 
divisé par le produit de ces deux cotes , le rayon étant pris pour 
unité, 4* 

Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles , 4^ 
Applications de la Trigonométrie à Fart de lever les plans, ou 
détermination des points situes soit sur un plan , soit dans l'es- 
pace, par rapport à une ligne donnée, soit horizontale, soit 
inclinée, qu'on appelle base , 4*> 

Note. Comment on peut mesurer un angle , 47 

Ce que c'est que la réduction des angles au plan horizontal , 5o 
Détermination d'an point par les angles compris entre les droites 
menées de ce point à trois autres, pris dans le "même plan, 5t 
Note sur le Nivellement, 53 

La différence de niveau de deux points est la quantité dont Pua 
est plus élevé ou plus bas que l'autre , dans le sens perpendicu- 
laire a la surface terrestre , 54 
Ce que c'est que la différence entre le niveau apparent et le ni- 
veau réel, 55 
De la résolution des triangles par les séries, ibitL 

CHAPITRE IL 

Ùe la Trigonométrie sphérique. % 

13 n triangle sphérique est celui que forment sur la surface de- 
là sphère trois grands cercles qui se coupent deux a deux , 57 

Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie sphérique , 5tf 

Équations qui renferment implicitement tontes les relations qu'ont 
entie elles les six parties d'un triangle sphérique , 6o 

Note. Expression du volume d'un tétraèdre , par les angles com- 
pris entre ses arêtes, ut 

Préparation des équations précédentes pour les appliquer immé- 
diatement à la résolution des triangles sphérique s , C* 
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Ce que c'est que le triangle supplémentaire, pageo^ 

Simplification des formules pour le cas où le -triangle est rec- 
tangle^ 6& 
Transformation des équations fondamentales, pour y appliquer com- 
modément le calcul des logarithmes, ' 6g 
Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et de» 
côtes d'un triangle sphérique, ^4 — fi 
Formules de 2Yeper, • ^5 
Récapitulation -des formules nécessaires pour résoudre un triangle 
sphériqug, 77 

Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem- 
plies pour que les mêmes données conviennent à un ou à 
deux triangles spbériques , 80 

Application de la trigonométrie sphérique a ht réduction des angle» 
au plan horizontal, 81 

CHAPITRE III. 

De l Application de V Algèbre à la Géométrie. 

Idée générale de l'application de l'Algèbre à la Géométrie, 83 

Comment l'Algèbre sert pour combiner des théorèmes de géométrie, 
pour mettre en équation et pour résoudre les problèmes relatif» 
à l'étendue , ibid. 

L'aire d'un triangle est exprimée par la racine quarree du produit 
de la demi-somme des trois côtés, multipliée par les différences 
entre cette demi-somme et chacun des côtés , 87 

Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les ligne» 
ne sont pas évaluées en nombre , mais sont considérées en elles- 
mêmes , ibid. 
Ce que c'est que la construction des expressions algébriques, go 
Comment on effectue celles des quantités homogènes qui se rap- 
portent à des lignes , on du premier degré, 91 
Construction des racines quarrées, 93 
Ce qu'il faut faire quand la quantité n'est pas homogène , $5 
Construction des racines des équations du second degré à une seule 
inconnue , 96 
Résolution graphique de ces équations, 97 
De la signification des signes -+- et — , par rapport aux lignes, 
et de leur usage dans la résolution des questions, 99 
Toutes les fois qu'il s'agit de distances rapportées h un point fixe, 
et comptées sur une même ligne ou sur des lignes parallèles , 
celles qui sont affectées du signe — , doivent se prendre dan» 
un sens opposé à celles qui sont affectées du signe H-, 10a 
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Remarque sur les signes de la sécante, et note sur le même sujet, p. io3 

Analyse complète du problème où il s'agit de mener par un point 
pris dans un angle droit, une ligne dont la partie interceptée 
entre les cotes de cet angle, soit de grandeur donnée, 104 

Résolution de ce problème par Eewton, pour le cas ou le point 
par lequel doit passer la ligne de grandeur donnée , est à égale 
distance des côtes de l'angle droit, ni 

Construction des expressions algébriques qui appartiennent à des 
aires pu à des volumes, na 

Idée fondamentale de l'analyse de Descartes, par laquelle on re- 
présente les courbes au moyen des équations à deux indéter- 
minées, n5 

Équation d'une ligne droite, 116 

• d'un cercle, 117 

Ce que c'est que les coordonnées , leurs axes , leur origine, 1 19 

. Comment on distingue par les signes ■+- et — , les quatre angles 

que forment les axes des coordonnées , 120 

Ce que c'est que le lieu d'une équation , et comment s'obtient 
<^lle d'une courbe quelconque, 121 

Inéquation générale du premier degré à deux indéterminées ap- 
partient à une ligne droite, 12a 

Il faut deux conditions pour déterminer cette ligne, 124 

Équation, d'une droite qui passe par deux points donnés , ibid. 

Expression de la distance de ces deux points, ia5 

Équation d'une droite qui, passant par un point donné, serait 
parallèle à une droite donnée, ibid. 

Équation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée , 
par un point donné, 126 

; IVote. Sur le signe que doit porter la tangente de l'angle formé par 
cette perpendiculaire et l'axe des x , ibid. 

sPour trouver le point de rencontre de deux droites qui se coupent, 
il faut supposer que les coordonnées de l'une soient les mêmes 
que celles de l'autre, 137 

Expression de la longueur d'une perpendiculaire abaissée sur une 
droite donnée , par un point donné , 128 

Expressions du sinus, du cosinus et de la tangente de l'angle quo 
deux droites font entre elles, ibid. 

Équation générale du cercle , que l'on obtient en plaçant l'origine 
des coordonnées d'une manière quelconque , i3o 

Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, i3i 
. Équations du cercle , les plus simples, i3a 

Problèmes qui se rapportent à des lignes droites , comprenant ceux 
des pages 57 et 110, i33 
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Équations qui donnent la relation qui existe entre les angles 'et 
les côtes d'un triangle, î page i39 

Expression de la surface d'un triangle, au moyen des coordonnées 
des sommets de ses angles, i/}» 

La surface d'un triangle ne dépendant nullement de sa position 
par rapport aux axes des coordonnées , on trouve en effet une ' 
autre expression qui ne dépend que des côtés, 141 

Equation qui fait connaître la relation entre les côtés d'un qua- 
drilatère et ses diagonales , . 1 4* 
Expression du rayon du cercle circonscrit à un triangle, ibid. 
Expression du rayon du cercle inscrit à nn triangle , . i45 
Si dans l'intérieur d'un triangle équilatéral on abaisse une per- 
pendiculaire sur chacun des côtés de ce triangle , la somme de 
ces trois lignes sera égale à la hauteur, 146 
En combinant les équations de la droite et du cercle , on déter- 
mine les propriétés résultantes de la rencontre de ces lignes, ibid» 
Application de l'équation qui résulte de cette combinaison à la 
recherche de plusieurs théorèmes de géométrie, îfô 
Détermination analytique des tangentes menées au cercle par un 
point extérieur , et par un point de sa circonférence, i5o 
Comment on trouve la position que doit avoir une ligne menée 
par un point donné , pour que sa partie comprise dans un cercle 
donné, soit aussi donnée, i5a 
Equation générale des courbes du second degré, i54 
Leurs diamètres, i5S 
Simplification de l'équation quand on la rapporte a ces lignes , ibid. 
Examen des valeurs que peut prendre l'expression générale des or- 
données dans le cas où la quantité m est positive, i57 
Ce que c'est que le centre de là courbe , i?9 
Construction et forme de la courbe relative à ce' cas, 160 
Elle se réduit à un point, avant de devenir imaginaire, rôt 
Examen du cas où m est négative, 162 
Dans ce cas , la couibe a encore un centre , ibid. 
Construction et forme de la courbe , i63 
Quand la courbe se réduit à deux droites, qui sont en général 
se* asymptotes , if>4 
Examen du cas où m = o , 1 66 
Forme et construction de la courbe , 167 
Rapprochement des équations des trois courbes reconnues pré- 
cédemment : la première se nomme ellipse , la seconde hyper- 
bole , et la troisième parabole, ibid. 
Examen du cas dans lequel les qnarrés des coordonnées manquent ■ 
tous deux dans l'équation , ibid. 
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Ce que sont les diamètres conjugués, page 168 

Transformation des coordonnées d'une courbe , 17a 

Application de cette transformation à l'équation générait du second 
degré,pour la ramener aux axes des courbes qu'elle représente, 178 
Première transformée, *8o 

Détermination de ses coefBciens et des cas qu'elle embrasse , 181 
Deuxième transformée, comprenant l'autre cas de l'équation gé- 
nérale , i83 
Ces deux transformées ne donnent que les trois formes déjà re- 
marquées (page i56) ; la première transformée comprend l'el* 
lipse , dont le cercle est un cas particulier , et l'hyperbole , rap- 
portées à leurs axes , 1 °5 
Ce qu'on entend par le second axe et Vaxe transverse, dans 
l'hyperbole , 187 
Ce que c'est que Vhyperbole équilatère, ibid* 
La seconde transformée convient à la parabole, ibid* 
L'ellipse et l'hyperbole ont deux sommets , , 88 
La parabole n'en a qu'un et n'a point de centre , ibid. 
Application des transformations précédentes , par laquelle on re- 
connaît que l'équation du second degré où les qnarrés des coor- 
données manquent tous deux , appartient à une hyperbole dont 
on détermine les axes , de grandeur et de position , 189 
Équation à trois termes dans laquelle la parabole se trouve aussi 
comprise et rapportée à son axe , 188 
Trouver l'équation d'une courbe telle que si l'on mène de chacun de 
ses points à deux points fixes, ou foyers , des droites, la somme 
de ces lignes soit constamment égale à une ligne donnée, 190 

.Cette courbe est l'ellipse; sa construction par points, et moyeu 
mécanique pour la décrire par un mouvement continu, 193 

Ce que c'est que V excentricité, ibid. 

Autre construction de l'ellipse par points , 194 

Trouver l'équation de la courbe dans laquelle la, différence des 
lignes menées aux foyers, est égale à une ligne donnée, ibid. 

Cette courbe est l'hyperbole ; sa construction par points , et moyen 
mécanique pour la décrire, ig5 

Trouver l'équation d'une courbe telle que chacun de ses points 
soit autant éloigné d'une droite donnée de position, que d'un point 
fixe ou foyer aussi donné de position , igj5| 

Cette courbe est la parabole: sa construction par points et sa des- 
cription par un mouvement continu, 197 

Problème général qui conduit successivement à chacune des courbes 
du second degré, rapportées à leur directrice, ibid. 

Equations des courbes du second degré, rapportées au paramètre, 199 
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Dan* l'ellipse et Pbyperbole, le paramètre est nne troisième 
proportionnelle aux deux axes , et il est aussi la double Ordon- 
née menée par le foyer* p a ge *oi 

Dans l'ellipse et Phypcrbole , les quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abscisses correspondantes , et dans 
la parabole , comme les abscisses correspondantes , ibid. 

Application de la transformation des coordonnées à la recherche 
des diamètres conjugués , 2o3 

Un diamètre quelconque étant donne, trouver la, position de son 
conjugué , 307 

La somme des quarrés des demi-diamètres conjugués dans l'el- 
lipse, ou leur différence dans l'hyperbole, est égale à la somme 
des quarrés des demi-axes , ou a leur différence, 212 

Les parallélogrammes circonscrits à Pellipse ou inscrits entre le» 
deux parties opposées de l'hyperbole, sont tous égaux au rec- 
tangle des axes , 214 

Equations qui font trouver les demi-axes, lorsqu'on connaît le* 
demi-diamètres conjugués et Panglc qu'ils forment , ibid» 

Tout système de lignes propre h déterminer les points d'une courbe, 
peut en fournir une équation caractéristique , ai 5 

Exemple tire de l'ellipse , ibid' 

Equations polaires de cette courbe, dt l'hyperbole et de la pa- 
rabole , ibid» 

Equation polaire qui les comprend toutes trois, 217 

Démonstration de l'identité des courbes du second degré avec les 
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courbes du second degré , 2*4 
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Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second 
degré, 228 

Dans la parabole, la soutangente est double de l'abscisse, ibid. 

Construction de la- tangente à l'ellipse, 229 

Expressions des normales et sounormales pour toutes les courbes, ibid. 

Expressions des soutangentes, tangentes, sounormales et normales , 
particulières aux courbes du second degré , a3o 

Détermination synthétique des tangentes aux courbes du second 
degré , 23l 

Relation des angles que la tangente forme avec les deux rayons 

• vecteurs, dans l'ellipse et l'hyperbole , et avec le rayon vecteur et 
«ne parallèle à l'axe , dans la parabole , a3a 
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Ce que c'est que la puissance de l'hyperbole , 237 
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passant par l'infini, aussi bien qu'en passant par zéro , 249 

Comment la construction graphique peut éclaircir et faciliter cette 
résolution , a5o 
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Contenant les premiers principes de V application de 
l'Algèbre aux surfaces courbes et aux courbes à 
double courbure. 

Équations du plan et de la ligne droite. a5i 

Des coordonnées d'un point de l'espace , a5a 

Équation générale du plan , 254 
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plan , 273 
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par les équations de ses projections est plane ou non; et si 
elle est à double courbure , comment on détermine le nombre 
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S* ai l'honneur de vous prévenir que je viens ie réunir h mo% 
fonds de Librairie , la collection complète des Ouvrages dé 
Jeu Hf. Ferdinand Bexthoud, Horloger de la Marine et membre 
de r Institut. Sa veuve, en m? en faisant la cession , m'a transmis 
tous ses droits sur lesdits Ouvrages. En conséquence -, M 
{n'en faisant déptit chez qui que ce soit) > c'est à moi que voué 
voudrez bien dorénavant adresser vos demandes. 

Ci+àprès est la liste des Ouvrages-, avec les prix pour Paris et les 
prix franc de port : le tout broché. 

ŒUVRES SUR L'HORLOGERÏEi 

Par Ferdinand BERTHOUD, 

Mécanicien de la Mariné , Membre fie l Institut national 
de France > et de la Société royale de Londres , Membre 
de la Légion d'Honneur. 

!•• L'art de conduire et de régler les Pendules et les Montres. Paris, i8ô5, 
vol- in-ia* nvec quatre planches. Prix , a fr. — i fr. 5o c. 

Dans ce petit ouvrage destiné aux personnes qui n'ont aucune connais- 
sance es horlogerie , on trouve une notion du mécanisme d'une pendule. 
et d'une montre ; les causes des Ta nations des montres ; les règles à 
suivre pour gouverner soi-même ses montres et ses pendules ; des tableà 
^'équation ; fit manière de tracer une méridienne ; un cadran de montra 
indiquant l'équation du temps , ett. 

tto. Essai sur l'Horlogerie , dans lequel on traite de cet art relativement 
a l'usage civil 1, à l'astronomie et à la navigation , s.uivi des éclair- 
cissemens sur l'invention , la théorie , la construction et les épreuves 
des nouvelles machines proposées en France pour la détermination dea 
longitudes en mer par la mesure du temps, avec 58 planches % 
a vol. in-40. Prix , 56 fr. — 43 fr 

Dans cet ouvrage , M. Berthoud traite dans la plus grande étendue , 
de lentes les parties de la mesure du temps; la construction des montres , 
des pendules ordinaires * des horloges astronomiques , et ses premières 
recherches sur les horloges marine* ^ U théorie, la construction et U 
main-d'œuvre de ces diverses machines, 

3°. Histoire de la mesuré du temps par les Horloges. Pari*, 1S01 | 
a vol» in-4° , avec vingt-trois planches gravées. Prix , 36 fr. — /p fr» 

Dam cet ouvrage , l'Auteur présente aux amateurs des sciences et des 
arts , sous le titre d'Histoire , le recueil des inventions et des découvertes 
les plus importantes qui ont été faites sur la mesure du temps par les 
horloges. L ouvrage est divisé en vingt-quatre chapitres ( ceux-ci subdi- 
visés en plusieurs articles). 

4°. Traité des Horloges marines, contenant la théorie , la construction f 
la main-d'œuvre de ces machines , et la manière de les éprouver x Suivi 
dea éclftircifNmvnf sur l'invention , la théorie , U construction et les 



CLAIRAUT. Théorie de la Figure de là Terré , avec Prix Prix 

figures imprimées dans le texte , conformes à l'origi- p* Paris, fr. de port* 
nal. i vol. iof. c. il f. a» 

EULER. Elémens d'Algèbre, nouvelle édition. La pre- 
mière partie augmentée de Notes par M. Garmer; 
la deuxième partie augmentée de Notes par M. La- 

S 'ange , Sénateur, revues par l'auteur, a vol. 19 l5 

LnEY, Sénateur. Voyage en Syrie et en Egypte, 
pendant les années 1783, 84, 85. 2 vol. 12 tS 

L'avantage qu'a cette quatrième édition sur les pré- 
cédentes , est la correction que l'on a faite a la 
carie d'Egypte. # 
Les Humes, ou Méditations sur les révolutions des 
Empires, augmentées du Catéchisme de la Loi na- 
turelle , quatrième édition. 1 vol. avec cartes. (5 7 56 
On trouve à la même adresserons les ouvrages du même auteur. 
HOMASSEL , élève gagnant maîtrise, et chef des teinturiers de la manufae» 
ture impér. des Gobelins. Cours théorique et pratique sur l'art de la Tein- 
ture en laine, soie, fil, coton, fabrique d'indienne en grand et petit teint, 
suivi del'art du teinturier-dégraisseur et du blanchisseur, avec les expériences 
faites sur les végétaux colorans , revu et augmenté par Bouillon*Lagrange > 



profes. et auteur d'un Cours de chimie, nouv. édit. 5t. et 6f. 5o c. fr. de port. 
LÉFEVRE. Nouveau Traité de l'Arpentage , nouvelle édition, 2 vol. avec 




thenée de Paris (ci-devant Lycée Républicain) , Professeur et Examinateur à\ï 
Cadastre. Trigonométrie analytique , précédée de la théorie des Logarithmes, 
et suivie des Tables de Logar i tnmes des nombres et des lignes trigonométricmes, 
par Lalande ; à l'usage des Ingénieurs du Cadastre et des Elèves qui se destinent 
à l'Ecole Polytechnique (Ouvrage suivi à cette Ecole), 2« tirage. 1 vol. 2 fr. 

. 5o cent, et 3 fr. franc de port. 

Élémens d' Algèbre, par le même. Vol. in-8, août 1808. Prix, 5 fr. 

ROY , ancien adjudant de Cuirassiers. Elémens d'équitation militaire , ou- 
vrage utile à ceux qui se destinent à cet art, nouvelle édition. 1 vûl» 
2 fr. 5o cent, et 3 fr. franc de port. 

DfcLAMÉTHERIE. Journal de Physique , fom. LXIV et LXV. Le toma 
LXVI contient les six premiers mois de 1808 ; le tome LXVII commen- 
cera au i« juillet. Chaque vol. est composé de 6 cahiers de dix feuilles in-zj 
«bacun, dont la livraison se fait chaque mois. Le prix de la souscription 
pour Tannée, est de 33 fr. franc de port 

Description topographique et statistique de la France, contenant, avea 
Ja carte de chaque Département, l'analyse des objets qui en forment la 
consistance territoriale , civile et politique ; ainsi que la Notice des anti- 
quités, des mœurs, de l'industrie, des productions et des établissemens 
publics de chacnn de ces Départemens. 

Par J. PEUCHET et P. -G. CHANLAIRE, membres de l'Académia 
Celtique de France, etc. — Les Départemens ci-après dénommés sont im* 
primes, savoir': La Roër, la Vienne, les Bouches-*du-Rh6ne , le F"at lt 
ùe Jura , V Eure et Loire, la Seine-Infèrieure , le Bas-Rhin, la CôtenPOr. 

Le prix de Ja Notice de chaque Département, avec la carte , est de a f. 8o.c. 
qnand la Notice n'aura que deux feuilles, et de 3fr. quand la Nottc* aura 
plus de deux feuilles. 



On délivre la carte, il on le désire , séparément de la Notice ; le prix sa 
fr. à Paris $ 2 fr. ip cent, franc de port. 
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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

i . JJàns un triangle rectiligne , il y a six choses à 
considérer , savoir : trois angles et trois côtés ; mais il 
suffit de connaître un certain nombre de ces diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en effet des 
propositions démontrées , relativement aux triangles 
égaux , que l'on peut toujours construire un triangle 
lorsqu'on connaît trois des six choses qui le constituent, 
et que , parmi les choses connues , il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à désirer sur la théorie 
des triangles , il faut pouvoir appliquer le calcul aux 
constructions géométriques , parce que l'exactitude 
de ces dernières est limitée par l'imperfection des 
Trigonométrie. A 



s 
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instrumens, tandis que rien n'arrête le calcul , qu'on 
est toujours maître de pousser jusqu'à tel degré de 
précision qu'on veut. Tel est l'objet qu'on se propose 
cjans la Trigonométrie rectiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer , 
par une suite d'opérations numériques ou par des for- 
mules algébriques , les relations qu'ont entre elles les 
«JiÎFérentes parties d'un triangle , ont cm se trouver arrê- 
tés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles, qui , mesurés par des arcs de 
cercle , ne peuvent être comparés avec les lignes 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient, 
par un moyen quelconque , calculer une suite de trian- 
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles , 
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait 
semblable au triangle que Ton aurait à déterminer, quel 
qu'il fut ; et qu'alors de simples proportions suffiraient 
pour déduire les parties du second de celles du premier. 
L'exemple ; ' suivant* éçlaûrcîra çç giiè'ces notions peuvent 
avoir d'abstrait. 

a. Je suppose que , dans le triangle ABC,jig. i re , on 
connaisse l'angle B, l'angle Cet le côté 2?C: on cher- 
chera dans la suite des triangles calculés , celui qui a 
deux angles b et c respectivement égaux aux angles 
Bit C\ il^séra nécessairement semblable au triangle pro- 
posé ABC; et puisque toutes ses parties ab ,ac, bc sont 
Connues, on aura' les proportions 

bc : ab :: bc : ab , bc : ac v.bczac, 

dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 

BCxab ^ BCyCac 

. .. r bc bc 

et comme on a d'ailleurs A=ia, tontes lça parties, du 
triangle ABC seront déterminées. 
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3. Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer 
«P unesuitede triangles faits sur tous les angles possibles, 
et dont «8 côtés seraient calculés, il est naturel de cher- 
cher les moyens de former une pareille suite. Pour consi- 
dérer d'abord le cas le plus simple , je suppose que les 
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectan- 
gles •> il est facile de voir qu'on les pourra construire tous 
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun despoints 
de Tare AB y Jig. a , des perpendiculaires MP , M'P \ kg. * 
M"P n y etc. sur le rayon AC, et tirant les rayons MC , 
MC y APC, etc. , lestriangles JfPC,ilf'P'C, M"P"C,etc, 
formés ainsi, seront rectangles en P, P f > P", etc. , et les 
angles MCP '., M'CP r 9 M v CP n , etc. auront successive- 
ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CXfP B 
C3fP f , CXTP", etc. qui , avec les précédens, forment 
un angle droit , seront aussi tels que l'exige la nature des 
triangles rectangles? et il ne saurait exister de triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu'un de 
ceux que fournit la construction présente. Il esta propos 
de remarquer que ces derniers ont tous une même hypo- 
ténuse , égale au rayon de l'arc AB. 

4- On pourrait encore former une suite de triangles 
rectangles , ayant tous un des côtés de l'angl« droit égal 
au rayon du cercle; il suffit pour cela d'élever la tan- 
gente indéfinie AT à l'extrériiité du rayon AC, et de 
mener par le centre C et par les points M, M', M"\ etc. 
les sécantes CN, CN', CN", etc. Il est évident que les 
triangles CAN , CAN*, CAN* ', etc. auront successive- 
ment toutes les combinaisons d'angles qui peuvent exis- 
ter dans un triangle rectangle ; et parmi ces triangles , 
il s'en trouvera nécessairement un semblable à tel 
triangle rectapgle qu'on voudra. 

5. Dans les triangles CPM , CP f 3f t CP'-'M", etc. 
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dont l'hypoténuse ne change pas , les côtés PM, P f M f y 
P"M U , etc. qui croissent en même temps que les angles 
ACM , ACM, ACM", etc., et.que hsarcaAM, AM' , 
AM" , etc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le 
sinus de l'arç^M ; la ligne PM' est de même le sinus de 
l'arc AM' , et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus 
d'un arc est la perpendiculaire abaissée de l'une des 
extrémités de cet arc sur le rayon qui passe par l'autre 
extrémité. Les.lignes CP , CP \ CP", etc. qui diminuent 

. lorsque les arcs AM, AM' , AM", etc. augmentent , 

. sont respectivement égales , comme parallèles com- 
prises entre 'parallèles , aux perpendiculaires MQ , 
M'Q', M"Q\ etc. abaissées des points M, M', M", etc. 
sur le rayon CB, perpendiculaire au rayon CA\ et il est 
évident que les lignes MQ , M'Q', M N Q\ etc. sont , 

. par rapport aux arcs , BM, BM' , BM" , etc. ce que sont 
PM, PM f , P"M", etc. par rapport aux arcs AM , 

. AM , AM", etc., et que par conséquent MQ est le sinus 
de BM, M' Q' celui de BM',M" Q" celui de BM", etc. 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un de l'au- 
tre, donnent le quart de la circonférence , sont dits corn- 
plémens l'un de l'autre. Les arcs BM ,BM', BM" , etc. 
sont respectivement les complément de AM , AM' , 

,AM", etc. On a désigné les lignes MQ,M'Q', M"Q\ etc., 
ainsi que leurs égales CP ,.CP , CP" % etc. sous le nom 
de cosinus des arcs AM , AM', AM", etc. D'après ces 

, notions , le cosinus d'un arc quelconque est le sinus du 
complément de cet arc , et est égal à la partie du rayon 
comprise entre le centre et le pied du sinus. 

*' Les triangles rectangles CPM , CPM', CP"M" , etc. 
qui ont tous une même hypoténuse , sont donc formés 
par le rayon du cercle , et par le sinus et le connus 
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de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au 
centre (*). 

6. Je passe aux triangles CAN, CAN' , CAN\*\c. 
Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs A M , 
AM\ AM U y etc. , parce qu'on nomme sécante d'un arc 
le rayon mené par une des extrémités de cet arc , et pro- 
longé jusqu'à la rencontre de la tangente menée par ] 
l'autre extrémité. Les portions AN , AN', AN", etc.. 
prises sur la tangente AT % sont les tangentes des arc» 
AM , A M', AM H ', etc., parce que Ton est convenu 
d'appeler tangente d'un arc la partie qu'interceptent % 
sur la tangente menée par l'une des extrémités de cet 
arc , les deux rayons qui le terminent (**). 

7. Si , par l'extrémité B de Tare AB ,J$g- 3 , on mène ric . 3,, 
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 

la sécante 67V, la ligne Cn est la sécante de l'arc BM, 
complément de A M , et se nomme la cosecante de AM\ 
la ligne Bn , tangente de BM , est la cotangente de AM\ 
parce qu'on appelle cotangente et cosecante éCun arc x 
la tangente et la sécante de son complément. La. cotan- 
gente et la cosecante , comme on voit , ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante , ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

8. Le3 tangentes et les sécantes ont avec les sinus et 

(*) La partie AP du rayon AC, comprise entre le pied du si nu» 
cl l'extrémité' de Tare, se nomme sinus verse. Cette ligne , d'ail- 
leurs , n'est d'aucun usage en trigonométrie. 

(**) On voit ici les mois sécante et tangente , pris dans une ac- 
ception différente de celle, qu'on leur donne dans les Elémens de 
Géométrie. Dans cette partie des mnthématiqncs, la sécante et la 
tangente sont des droites indéfinies, dont Tune coupe le cercle, et 
l'autre le touche; mais en trigonométrie, les mêmes dénominations, 
s'appliquent toujours à des lignes d'une grandeur déterminée : quand 
il peut y avoir équivoque , on appelle ces dernières tangentes et 
sécantes trigonométriques. 
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les cosinus des relations très-simples, au moyen desquelles 
on peut trouver les unes lorsqu'on connaît les autres. Les 
triangles CPM et CAN étant semblables , donnent 

CP : PM\: CA : AN, d'où l'on tire AN= PM ^ CA ; 

mettant, au lieu des lignes CP, P M et AN, leur désigna- 
tion, savoir ; cos A M , sin AM ettang AM , et représen- 

i r> * « ^»^ R&mAM 
tant le rayon cL* par R , on aura tang AM= "JW 

Des mêmes triangles CPM et CAN y on déduit aussi 

CM**c CA 
CPlCMy.CAlCN, ce qui conduit à CiV= — ^— ; 

mais CA r = séc ^iW, CM= C/f= rt , CP = cos ^M : 

donc séc AMz=z -rr-i, 

cos >fiW 

9. Si l'on compare entre eux les triangles CAN et 
CZfo , qui sont encore semblables , puisqu'ils sont tous 
les deux rectangles , et que l'angle ACN = CnB , 
comme alternes internes par rapport à la sécante Cn > 
on aura la proportion 

AN : CA:: CB ou CA:Bn, 
qui donne 



Bn = - T =r r , ce qui revient à cot AM = 77--. 

AN • ^ tSLTigAM 

Cette proportion et celle qui a été trouvée pour la 
sécante , font voir que le rayon est moyen proportion- 
nel entre la sécante et le cosinus , entre la tangente 
et la cotangente , puisqu'on a 

cos AM X séc A M = R* -, tang AMX cot AM=R*. 

10. Avec ce qui précède , il ne manque plus , pour 
être en état de construire les tables nécessaires à la 
trigonométrie , que de connaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 
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déduit immédiatement du «nus: car le triangle rec- 
tangle CPtt,qui les contient l'un et l'autre , et qui a 
pour hypoténuse le rayon, donne 

CP % + PM=z CM ou ( sin AU Y + ( cos AMY = /F, 

c'est à dire, que le quatre dû rayon est égala la somme 
des quarrés du sinus et du cosinus , d'où il suit : 

cos AM=z \/Ip—(smAMy 

La proposition suivante /qui donne l'expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention , parce qu'elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 
et des cosinus. , 

1 1 . Soient deux arcs quelconques a et b ; on aura \ 

• * . i x sin a . cos-h ± sin b . cos a 
*m(azfcb) = — ^ > 

' '# _*_ * * cos a . cos b 3i sm a.^m b 
cos ( a ± b ) = g- . 

Pour le prouver, je" prends sur le cercle A MB , fig 4 K **«• 4^ 
l'arc AM-=. a ; je porte de chaque côté du point JKf les 
arcs ilfA r et il/iV', égaux à b ; je tire la* corde AW; 
dès points iV, ilf, /V', j'abaisse. sur le rayon ÀC , les 
perpendiculaires NQ , JlfP , N'Q' \ par le point M ", 
je mène le rayon MC 9 et du point JE, où il rencontre 
la corde NN' , j'abaisse sur AC la perpendiculaire * 
EF ; par les points É et N' , je mène lés droites ÉD , 
JV'G, parallèles à AC. i 

Cela fait, je remarque , I e que NQ est le sinus de 
l'arc AN ==AM+MNz=za + b , et que CQ est le 
. cosinus du même arc ; a° que. JV' Q' est le sinus de 
l'arc AN'^AM—MW^a—b , et que CÇf en est le 
cosinus. Mais k corde 2VjV' ; étant nécessairement par- 
tagée en dgu* parties égales, au point E ,. puisque le, 
rayon CM pa&e par le milieu de l'aie NN' t ft'aprè* 



\ 
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la construction , il suit de la similitude ^évidente des tri- 
angles NED , NN'G , que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point D , et que DN=DG. 
De plus, DQ=EF, GÇ = iV'Ç', DE—FQ , à 
cause des parallèles; et comme DE est la moitié 
de N'G , FQ sera la moitié de Ç'Ç; ensorte.que 
Q'F=QF=DE. Enfin 

JV Ç —DQ+DN=EF+DN , 
iV'Ç' =» GÇ=iDÇ —DG = EF—DN, 
CQ = CF — FQ=CF — DE, 
C<£ =CF + F<?=CF+DE\ 

mettant pour NQ , iV'Q', CÇ, CQ', leurs désignations 
respectives, savoir : 

sin (a-f-^)> sin (a — 6) , cos(a-f-^)> cos(a— 6), 
j'aurai 

sin(a + b) = EF+DN 9 coa(a+b) = CF—DE, 
sm(a — b)=zEF—DN, cos(a— 6)= CF+DE. 

Il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DN et DE \ les deux premières s'obtiennent parles 
triangles semblable» CMP et CEF, dont on tire 

cm:pm::ce:ef 9 . CM: cp:: ce: cf. 

Or , puisque AM'=ia , j'ai PM ==sin a, CP= co6 a; 
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5) 
que EN est le sinus de l'arc MN , que CE en est le co- 
sinus, et que par conséquent EN^r^sinb; CE =cos b ; 
bailleurs, CM = R : substituant ces valeurs dans les 
proportions ci-dessus, je trouve 

PMXCE sinacosb 



EF = 



CM ~ R 



CPxCE cosflcosft 

Je com|^re ensuite les triangles jCMP , DEN , qut 
sont semblables , parce que les côtés du second sont 



r 



/ 
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perpendiculaires à ceux du premier , et je déduis de ces 

triangles , 

cm: EN:: cp : dn, cm: en :: pm : de. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions , leur désignation rapportée ci-dessus , elles 

donnent 

EN X CP sin b cos a 



ZWV= 
DE=z 



CM ~~ R ' 
PMxEN sin a sin A 



CM R 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 

celles de sin (a-j-b) et de sin (a — b) , il vient les quatre 

équations 

• , , , N sin a cos b -4- sin b cos a 
•sin(a+&) = -^ , 

. , , N sin a cos b — sin b cos a . 
m (a— i) = — , 

• . »«, cos a cosè— sin a sin ô 
cos (a +6)= 



>cos(a— i)= 



cos a cos ft -f- sin a sin ft 



R 

> 

qui^segréduisent aux deux qui composent l'énoncé de la 
proposition. 

Avec ces équations , on peut trouver le sinus et le 
cosinus d'un arc double, triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet , 
si Ton prend successivement b = a , b = 2a , on aura 

n sin a cos a 



Îsinaa = - , * 

cos a* — sin a* 
cos sa =2 5 , 



sin Za = 



R 

sin a cos 2a -f- sin 2a cos a 
— - 



_ cos a cos 2a — sin a sm 2a 

.cos oa se: ■■■■■■ - p 

/i 
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et on tirera dés deux dernières équations sin 3a et cos 3a, 
lorsque sin sa et cos ia seront calculés. 

T> , . . a sin a cos a , . 

îa. L équation sin aa = , conduit aussi 

du sinus d'un arc a , à l'expression du sinus de sa moitié. 

Si l'on remplace cos a par sa valeur y'fi* — sin a* (*) , 
il vient alors 

a sin a t/fi 4 — sin a* . 

sin aa = £— = • , 

ii • 

et en élevant au quatre , on trouve 

fi* sin aa* = 4fl ft sin d*— 4"sij d*\ 

prenant sin a pour l'inconnue , dans cette équation qui 
peut se résoudre* à lamanière de celles du second degré, 
on obtient 

siria = :± \Z\ R* :£ J "fi f/ fi* — sin aa*. 
Si l'on fait ad =a A , on aura a = £ a**, et par conséquent 

sinja / =dt V* fi a ± i -R 1/ /**— «in a'* , 

ou sin i a = ± | lAfi* ± afi cos a', 

en mettant cos' a* 4 au lieu de fi* — sin a* (io)j en muP 
tipliant les quantités sous le radical par 4 , et en divisant 
an-dehors par a, ce qui ne changé rien à l'expression. 
Telle est la formule 'qui donne le simi*de la moitié d'un 
arc , lorsqu'on a celui dé cet arc. 

i3. On peut arriver à ce résultat par une construc* 
tion très-simple. 
■rie. 5. Si l'on divise l'arc AM,Jig. 5, en deux parties égales, 
la corde jéQM se trouvera également divisée en deux 

(*) Le LecteYir est provenu qnè dorénavant je désignerai le quarré 
du sinus de l'arc a par sin a 9 , expression qu'il ne faut pas prendre 
pour le sinus du quarre de l'arc a, waxsi lin b*=s («fia)»: 
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partie égales, et QM serale sinus de MATou de la moitié 
de A M \ le triangle AMP, rectangle en P, donnera 

AM = V^TM *+Âp\ 

et comme AP=AC-—CP==R--co& AM=R— cos d , 
que d'ailleurs PM = sin AM= sin a* , on aura 

AM— V/Sn €/'+/{*— a«cosa'+cos^ a = ï/afl*— a/lcosoV 

à cause que sin a' a -f-cos a'*=/î a (10) ; et on an dé- 
duira 

Çilf=i AQM= \ t/afl*— a/îcosa'. 

On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin £ d , l'autre est MÇY ; car l'arc MN'A?, 
qui compose, avec l'arc AM % la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM 9 puisque cette ligne est bien en- 
effet la perpendiculaire abaissée de l'extrémité M sur 
le rayon CA 9 qui passe par l'autre extrémité (5); et rien* 
dans l'équation d'où l'on est parti, ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser , • on 
doit trouver en même temps le sinus de la moitié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction , on aurait / 

/m=k Fi l +^=K pl+(/c+ cpy 
=z\/smJ * + (jp -fr cos d y 

= V^lW* +/î a + a# cosa' + cos a" 
= {/ zfc+zRcofsd , 

et par conséquent 

M<y=sin£a' = £ \/ aiï* + aR cos d , 

résultat qui est la première valeur de sin| d '. Il faut 
bien observer que , quoique sin d soit le même dans 
les deux valeurs de sin \ d , l'arc d est différent : pour 
Tune d'elles, cet arc est AM> et pour l'autre, A'M , 
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qui est le supplément de AM , car on entend jf/ur le 
supplément d'un angle ou, d'un arc y ce qu'il faut ajouter 
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits , 
ou la demi-cir conférence. On conclura aussi de ce qui 
précède, que le sinus du supplément d'un arc est le 
même que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des 
notions générales sur lesdifférens arcs qui peuvent avoir 
un même sinus, une même tangente, etc. 

i/f- H suit de ce qui précède , que le sinus d'un arc 
quelconque AN est la moitié de la corde AM de Tare 
double ANM , et que la corde AM est le double du 
einus de lare AN, moitié de ANM\ de manière que 
lorsque les sinus sont connus , on en déduit les cordes , 
et vice versa. 

i5. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus 
que Ton a besoin de calculer , mais seulement leur 
rapport avec le rayon , puisqu'il suffit de connaître 
»ig. a. dans tous les triangles CPM , CP f M' , etc. Jig. 2 , les 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con- 
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rayon 
pour unité, et exprimer les sinus PM, P f M', etc. en 
parties décimales de cette unité , ou , comme on faisait 
autrefois, supposer ce rayon divisé en 1 00 00c parties. 

iS. Il est à propos d'observer que la longueur d'un 
arc est toujours moindre que cc^le de sa tangente, et 
plus grande que celle de son sinus. En effet, si on 
ne. 6. prend au-dessous du rayon AC , Jig. G , l'arc AM' = 
AM % que Ton tire la corde MM' , et que l'on mène 
les tangentes MT, M'T , il est facile devoir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC 
dans un même point , puisque les triangles CMT et 
CM'T y sont égaux. Les lignes MjT et M' T étant égale* 
aussi bien que les lignes PM et PM ' , et les arcs AM 
et AM' y on aura 2AM < aMT et *AM> ajPMparca 
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que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre, 
celles des portions correspondantes des polygones ins- 
érât ef circonscrit ( Géonï. i5o. ) (*) ; et Ton en con- 
clura AM<MT,AM> PM. 

Je ferai remarquer à cette occasion , que le rapport 

entre* la tangente et le sinus d'un arc tend sans cessa 

vers l'unité à mesure que l'arc diminue ; en effet , de • 

sin a . sin a 

tanga = , on tire =cos c; et comme 

° cosa tanga 

cos a approche sans cesse de l'unité , il s'ensuit que la 

tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus 

de l'égalité , parce que la limite (Alg. a34) de leur 

rapport est l'unité. 

17. Il suit évidemment de là que si»la valeur de la tan- 
gente et celle du sinus d'un petit arc AM , ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres» 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va- 
leur approchée de l'arc. En prenant, par exemple , 
J>Mz=z 0,0001 , on trouve 

CP = l/c~M— P~M~ 0,999 999 99 5 , 

__ CM X PM c 

et MT=. j^ = 0,000 100 000 000 5 , 

(*) jLa proposition rappelée ci-dessus est on cas particulier de 
cette antre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même 
sens, sont d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 
la ligne droite. En effet , si l'on mène à la ligne courbe ACB,fig. 7, Fia. 7, 
intérieure à la courbe AMB , une tangente DE , cette tangente sera 
plus courte que Tare DME , et on aura ADEB < AMB. Tirant 
ensuite par les points //et Z , intermédiaires entre A et C,C et B 9 les 
tangentes FG, IK , on formera une nouvelle ligne brisée AFG1KB, 
qui sera moindre que la première , puisque F G < FD -f- DG , 
JK K. JE •+■ EK- H *** évident que l'on construira de la même ma- 
nière une suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di- 
minuant à mesure qu'elles approcheront de se confondre avec .la 
courbe ACB , qui sera donc non-seulement plus petite que AMB, 
mais encore que toutes les ligues brinies dont on vient de parler. 
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Valeur qui ne diffère de PM qu'an treizième chiffre ; 
on peut donc prendre ce nombre pour la valeur de 
Tare AM exprimé en parties dtf rayon (*). 

18. Pour appliquer les formules des n oi 12 , 1.1 et 10 , 
il faut connaître au moins le sinus de l'un des arcs com- 
pris dans le quart de cercle ; or il y a deux de ces arcs 
dont le sinus est facilement connu , savoir, le quadrans 
et son tiers. En effet, le sinus du quadrans n'est autre 
chose que le rayon , et le sinus du tiers de cet arc est 
égal à la moitié du rayon. 
La première de ces valeurs est évidente par la figure a; 
"et la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone 
inscrit y ou » ce qui est la même chose , la corde des } 
»tc 9. du quadrans, yîg\ 9, est égale au rayon (Géom. îjfô) ; la 
moitié de cette corde sera donc le sinus de •§- du qua- 
drans 04)- 
En partant du quadrans 'entier, la formule 

sin £ d = £ \/*R % — aRcosa' 

donne le sinus de la moitié, puis celui de la moitié de 
cette moitié ou du quart du quadrans , et conduit à 
toutes les fractions comprises dans la suite 

1. 1 1 1 1 af.-, 

a > 4. > J>ïï»ÏÏ> cu " 

(*) La mène chose se prouve en réduisant en série l'expression de 

^ «• sin « fin a , a . 

la tangente. En effet, on a uns; a= = ■■ t (8,id) j 

cos a |/i— «in a» 

mais — = sin <i ( 1 — sin a» ) ■ | développant la dernière 

yi — sin/r* 
quantité par la formule du binôme, on trouvera 

tang a = sin a «+■ \ sin d* -f- { sin a 5 -♦• etc. 

Il est évident que tant que sin a sera une petite fraction décimale, 
le terme it»in a* ne pourra influer que sur les derniers chiffres de 
l'expression de tang a , et que dans les premiers on aura tanga=sin a. 

Pour sin a = 0,0001 , on a \ sin à* = 0,000 000 000 000 5, résul- 
tat qui ne peut changer que le treizième chiffre* 
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La même formule , lorsqu'on part do tiers du qua- 
drans, déteffnuue s^rçessiyenient les suive des fractions 

i 9 i* > TZ> aï> 5T> e ^ - 
de cet arc. 

On yoit par là que s'il était divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu'un des dénominateurs des fractions 
ci-dessus , on trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties , et on en formerait une table , en les 
inscrivant ? côté des arcs auxquels ils appartiennent ; 
mais il n'en est pas ainsi : les astronomes indiens seuls 
paraissent avoir divisé le quajdrans en a 4 parties poui 
. en calculer les sinus. Un usagé très-ancien, et ensuite 
d'autres raisons* , ont fait adopter des divisions différentes 
des progressions établies ci-dessus. 

19. On diyisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu'on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes ; 
chacune de ces minutes en 66 parties appelées secondes; 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier- 
ces , etc. La marque des degrés est le caractère ° placé 
À la droite du nombre et au-dessus, celle cjes minutes ' , 
celle des secondes", celle des tierces 1 " , etc. , ensorte 
que 4?°3i' \éf 5" signifie fa degrés 3i minutes 14 se- 
condes 5 tierces. 

Puisque df ps, Ja ine^ur* 4 e * angles, on n'a aucun égard 
à la valeur absolue des arcs , mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière , il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité , et d'exprimer 
les arcs par des fractions, soit quelconques, soit dé- 
cimales. Cependant quelques considérations particulières 
ont déterminé les savans chargés de la réforme des poids 
et mesures, à prendre l'angle droit pour l'unité des 
angles , et par conséquent le quart de cercle ou qua- 
drant pçHJ l'unie <jf % ^rçs, U% l'qnt diïisé * n cent 




1. 
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parties égales qu'ils ont nommées grades , et qu'ils 
ont substituées aux anciens degrés ; puis chacun de ces 
grades en cent parties égales. Ces dernières divisions 
remplacent les minutes , et peuvent être subdivisées 
autant qu'on le voudra, suivant la progression décimale . 
En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle , j'exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite , la lettre % 
pour désigner que l'unité est le quart de cercle , et pour 
empêcher qu'on ne confonde les mesures d'arcs avec 
les autres nombres. cft^S, par exemple, représentera 
l'arc égal à -fâfc ou -^^ du quadrant , et sera par 
conséquent composé de 43 grades et 5o minutes (*). 

90. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de 

construire les tables ^tant 1 , et sa circonférence étant 

rie 6. désignée ordinairement par qt > le sinus de AB Jig. 6 , 

ou sin £ t = î ; on a d'ailleurs côs £ *•== o : faisant donc 

al = i t la formule sin £ cl = \ y/aR*—* afîcos d (i3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou 

de^-resti V'âC**). 



(*) II paraît que les principales raisons qui ont fait choisir l'ange 
droit pour unité, sont, i c . que le cercle entier, à proprement parler 
nemesure point un angle, puisqu'alora le rayon mobile CM,fig a ? 
est revenu s'appliquer sur le rayon CA\ a°. que le sinus auquel on 
rapporte toutes les autres lignes trigonome'triques , prend dans IV- 
tendue du quart de cercle ou de Paogle droit, toutes les valeurs 
dont il est susceptible. 

(**) On peut aussi s'en convaincre à priori , puisque le triangla 
r CMPyfig. 6, est alors isoscèle , et que Ton a par conséquent 

yPM^~CM-= i , 

d'où , 

L'arc 
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L'arc AB = \ * , étant pris pour unité , AM sera 
de o*,5 : on aura donc 

sin o*,5 == cos o*,5 =ï l/a — 0,707106781 186. 

Maintenant si on fait o',5 2= a', on trouvera 

sin ja=s sin o*,a5 = 0,383683432365 
cos £ a — cos o*,a5 = o,ga387953a5i 1 ; 

mais en continuant ainsi de partager chaque qirc en deux 
parties égales, on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrans ; on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits , et qui par cette raison "appro- 
cneront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17)- 
À la quatorzième division , par exemple , on arrive à 
un arc qui n'est que x ^ T i ^ u quadrans , et dont le 
sinus est o,obo 095 873 799 , moindre par conséquent 
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telle , 
qu'il ne différera point de son sinus dans les 1 a premiers 
chiffres décimaux. 

A plus forte raison en sera-t-il de même pour les 
arcs moindres ; or il est visible que tous les arcs qui se 
confondent avecJeurs sinus et leurs tangentes , sont 
proportionnels à ces lignes : il vient donc 

1* _ , 1* 1* 1* 



sin - ^Xr! t \ sin • • 



i6384 " 100000 *" i6384 # 1 00000 ' 
ou:: 100000: i6384> 
d'*ù 

1 6384 sin Yg^g2 

•inô*.oôôoi= : — -= 0.000 ôi5 707 q63 , 

100000 t t D » 

au moins dans les douze premières décimales* On trou- 
vera par la même raison 

sin o*,ooooa = a sin o*,ooooi 
sin o*,oooo3 = 3 sin o*,oôooi 
N sin o*,ôooo4 — 4 » n 0^,00001 
etc. 
Trigonométrie. B 
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Ayant soin de calculer en même temps le cosinus A là. 
- tangente de chacun de ces arcs, on verra qu'on peut suivre 
cet^ voie jusqu'à l'arc dont le sinus et la tangente se con- 
fondent enôore dans les douze premières décimales. 

Si l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus* 
qu'à la huitième décimale , on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à l'arc de o*,ooi. 

Pour d'élever ensuite à des arcs plus grands, on se 
servira des équations 

sin aa=:a sin a cos a 
cos aa = cos a* — sin cr 
sin (a±i) = sin a cos b ± cos a sin b 
cos (adzb) = cos a cosfeqp sin a sin b ; 

faisant successivement a=o*,ooi , a=o*,ooa, etc. dans 
les deux premières , on en déduira 

sino f ,0O3 , cos o*,oo2, sin o*,oo4, cos o*,oo4, etc. 

et prenant ensuite a =0^,001 , 6=0^,003, a^= o*,oofl, 
É=o*,oo3, etc. on obtiendra par le moyen des deux 
dernières , 

sino*,oo3, coso*,oo3, sino*,oo5 ^coso*,oo5,etc. 

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a 
piu former les tables trigohoni étriqués. Il existe d'ailleurs 
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des 
arcs quelconques , par le moyen de séries convergente? 
qui se déduisent des équations du numéros 1 . On les trou- 
Yeradans l'Introduction de mon Traité du Calculdijfé- 
rentîel et du Calcul intégral. : 

. ai. Pour faciliter les calculs on a substitué depuis 
long-temps, aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et 
cotangentes, leurs logarithmes ; et dans la plupart des 
tables , on ne trouve plus que ces derniers; ensorte que , 
par leur mpyen , on résout toujours l'une ou l'autre de 
<ces questions : 
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. 1*. Un. arc étant donné , trouver le logarithme de son 
sinus , ou celui de son cosinus, ou celui desa tangente > 
ou celui de sa co tangente, • 

a*. Connaissant le logarithme du sinus , ou celui du. 
cosinus y ou celui de la tangente, ou celui de la co tangente 
d'un arc 9 trouver cet arc. 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
tables , disposition qui n'esjt pas la même dans toutes , et 
qui se trouve toujours expliquée en tête de chacune 
d'elles ; c'est pourquoi je n'en parlerai point ici. Je 
me bornerai à indiquées tables de Callet , comme les 
meilleures relativement à l'ancienne division, et celles dé 
Borda ou celles de MM. Hobert et Ideler , par rapporta 
la nouvelle. m 

Les tables trigonomé tri que s n'embrassent que l'étendue 
du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela leà 
sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes > pour 
tous les arcs, quelque grands qu'ils soient, ainsi que je 
vais lé* faire voir en examinant la marche des lignes 
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran- 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différens résultats qu'on déduit d'une même ex- 
pression algébrique , ou d'une même construction géomé- 
trique , et qui consiste en ce que chaque valeur que prend 
l'expression dont il s'agit, est toujours précédée ou suivie 
de valeurs qui diffèrent aussi peu qu'on voudra de la pre- 
mière , et en ce que, dans la description d'une ligne y 
chaque point est toujours précédé ou suivi de points qui 
lni sont inynédiat,ement contigus. Cela posé, si on con- 
çoit que le rayon MC , fig. 10 , d'abord couché sorAÇ, ne. to. 
.tourne autour du point C, comme sur une charnière, ce 
rayon formera successivement , avec À C , tous les angles 
"possibles ; et le point M à situé à son extrémité, passera 
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•ur tousles pointsde la circonférence du cexzXeABAB* À 9 
Ou , oe qui^est la même chose , la décrira. En suivant avec 
attention le mouvement que je viens d'indiquer, on voit 
d'abord qu'au point A y où 1 arc est nul, le sinus est 
nul aussi y et le cosinus ne diffère pas du rayon AC. 
Lorsque le rayon CM s'est détaché de AC, le sinus 
PM augmente à mesure que le point M, que j'appellerai 
désormais le point décrivant î s'avance vers 2?; et quand 
il y est parvenu, PM devient égal à CB, ou au rayon. 
Dans les mêmes circonstances, le cosinus PC diminue 
sans cesse , et devient nul lorsque le point M est en B ; 
l'angle ACB est alors droit, et l'arc AB = £*-. Le point 
il/continuant son mouvement au-delà du point 2?, le sinus 
décroît , et le cosinus, qui tombe maintenant sur le dia- 
mètre AÀ\ d'un côté du point C, opposé à celui où il 
était avant le point B, augmente. C'est ce que prouve la 
seule inspection de la figure : PM ', sinus de ABM*, est 
moindre que BC, sinus de AB; et CP\ cosinus £u preç 
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second, qui est 
nul. Il est à propos de remarquer que P f M ' et CP sont 
respectivement le sinus et le cosinus de l'arc A!M r t 
compté du point A'- et supplémentde^.#M'; d'où il suit 
'qu'un angle obtus a le même sinus et le même cosinus 
que son supplément/ « 

Lorsque le point M' est parvenu en Â , le sïnus est nul 
comme au point A> et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon. Au point A ', Tare ABA' est égal à la demi- 
circonférence, ou a t : l'angle ACM a atteint sa plus 
grande limite , mais rien ne s'oppose à ce que le rayon 
'CM et le point décrivant ne continuent leur mouvement 
et ne passent au-dessous du diamètre AA'. Le sinus, qui 
devient alors 'P"M", tombe aussi au-dessous du dia- 
mètre , et augmente à mesure que le point M" s'approche 
de B f , tandis que lé cosinus CP" diminue. Au point 2F, 
où Tare ABXB 4 est les -^ de la circonférence , ou \ vr 4 
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l'un est égal au rayon ÇB r > et l'autre est nul. Enfin , 
depuis Bf jusqu'en A % le sinus P*M *, toujours au-des- 
sous de A A y diminue sans cesse , et le cosinus CP", qui 
se trouve alors du même côté où il était dans le premier 
quart de cercle AB , augmente et devient égal au rayon 
en A. A ce point le sinus est nul, le point décrivant a 
achevé une révolution , mais il en peut recommencer une 
autre ; et considérant toujours comme un seul arc la to- 
talité du chemin parcouru par ce point , depuis le com- 
mencement du mouvement , on aura des arcs plus grand* 
que la circonférence, et qui auront les mêmes sinus, co- 
sinus , tangentes , cotaugentes , que ceux qui ont été dé* 
critsdans la première révolution. Ces considérations mè- 
nent à des conséquences très-importantes pour l'analyse , 
et que j'ai développées dans le premitr volume de mon 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral. 

a3. Il faut chercher maintenant comment les exprès» 
sions algébriques des sinus et cosinus répondent aux- di- 
verses circonstances que je viens d'exposer. Pour cela, 
je fais d'abord a^jir dans les équations 

cos (a db b) = cosa cos b qp sin asm b 
sin (a zt 5) = sin a cos b ±: sin b cos a t 

En observant que cos ^t = o, et que sinjT=i, oa 
trouve 

cos (£*■ ^by =5 résiné > 

sin (^dti) = cos £. 

Il faut remarquer deux choses dans ces expression», 
savoir : leur valeur absolue x et le signe dont elle est 
affectée. - 

La première se vérifie sur la figure ; car AB étant 
égal à \n , si on prend Tare BM' pour é, la per- 
pendiculaire P f M f étant le sinus de A'M * au«si bien 
que de AM', sera le cosinus de BM' ou de b\ tan r 
dis que CP en sera le sinus*, Voilà pour la valeur 
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de cos ( |*r -f- ft ) ; quant au signe — qui l'affecte , 
il en résulte que , si Ton regarde comme positifs le si- 
nus et le cosinus d'un arc moindre que le quart de la 
circonférence , le cosinus d'un arc plus, grand sera 
négatif, tandis que son sinus sera positif. Si l'on fait 

aussi £==!*•, on aura cos^r = — i, sin$r = o. 

» ■ • 

Supposant ensuite que , dans les équations (A) » 
a=?cr, on obtiendra, d'après ce qui précède > 

■/■ > cos (v db U) = — cos b ■ . 

. . " ain (*■ ±: b) = zf sin à. 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier 
aussi facilement que celle des précédentes : leur 
signe montre que tout arc compris entre w : et f ** 
aura son sinus et son cosinus négatifs; et lorsque 
b ±= \ir y on a 

cos|^-==o, sin|T=x— .fc 

Enfin quand a •=• £ -, les équations (A) s» réduisent > 
4&n vertu des valeurs précédentes, à 

cos (iJT ± b) -=z ± sin b , 
sin (f cr zfc ft) = — cosi, 

et il s'ensuit que tout arc compris entre |t et £ v ou sr, 
.a- son. cosinus positif et son sinus négatif. 

En récapitulant ces résultats on verra, 

i°. Que depuis le point -^jusqu'au pointa, où l'arc 
ABA f =j^, les sinus sont positifs; 

q°. Que depuis le point A' jusqu'au point A\ où l'arc 
■ABA!B $ A'=-%ir > c'est-à-dire de *■ jusqu'à a^, les sinus 
sont négatifs ; ■ a 

3°. Que depuis le point A jusqu'au point B, où l'arc 
ABr=i\*!F) les cosinus sont positifs; 

4°- Q ue depuis le point B jusqu'au point/?', où l'arc 
ABA / B / = ^w 3 c'est-à-dire de \n à §*•, les cosinus sont 
négatifs; s . .: , 
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5°. Enfin que depuis le point Bf jusqu'au point A , ou 
l'arc ABÂffA—snTi c'est-à-dire de \ t à av, les cosi-. 
nus sont positifs: 

Et l'on remarquera sans peine que les sinus changent 
de signe lorsqu'ils passent au dessous du diamètre A A?, 
et les cosinus lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du 
point C y ou qu'ils tombent en-deçà ou en-delà du dia- 
mètre BB' y perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on étendra les formules du 
n° 1 1 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
AN\ et les valeurs conclues de ces formules s'accor- 
deront avec celles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n° cité , si on les appli- 
quait immédiatement aux arcs proposés; exercice 
qui peut être utile au lecteur. 

24. En suivant le cours des tangentes on trouvera 
qu'elles augmentent sans cesse depuis le point A jusqu'au 
point B t où l'arc AM est devenu égal à ^ t. A ce point, 
la sécante NC se confondant avec CB , est parallèle à 
la tangente AN, et ne la rencontre par conséquent plus; 
ensorte que l'arc AB n'a point , à proprement parler , 
de tangente trigonométrique. On dit cependant que sa 
tangente est infinie ; mais par cette expression x il faut 
entendre qu'en prenant le point M aussi près du point B 
qu'il sera nécessaire > on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C'est aussi 

ce que prouve 1 équation tanga = , qui donne 

COS ÇL 

pour rang a une valeur d'autant plus grande, que cosa 
est plus petit, ou qu'on approche davantage du point 2?. 

Lorsque a= o^,5o, il vient cosa =±: sina, et par 
conséquent tang o4,5o = 1 . 

On prouve la même chose par le triangle CAN, qui 
devient isoscèle dans ce pas,, puisque l'angle -^CiV étant; 
égal à la moitié d'un droit , il en est nécessairement d* 
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même de l'angle ANC -, la tangente AN est donc égale 
au rayon. 

Quand l'arc AM est plus grand que \ t, le rayon MC 
ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du diamètre , 
mais au-dessous. La véritable tangente AN' est égale , • 
ainsi qu'il est facile de le voir, à A' ri tangente de Tare 
jtM\ supplément de AM' } mais se trouve placée dans 
un sens opposé. Dans le troisième quart du cercle , la 
tangente qui a été nulle au point A', repasse au-dessus 
du diamètre AA / , et AN est encore la tangente de 
l'arc AA!-M\ Le rayon devenant encore parallèle à 
AN y au point B f > la tangente est encore infinie à ce 
point , passé lequel elle revient au-dessous du diamètre : 
en effet , l'aie AA'M'vax exemple, a évidemment pour 
tangente AN'. , . 

a5. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de 

1 expression algébrique tang a = . 

cos o 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe, ce 
qui a lieu depuis o jusqu'à £ vr, et depuis t jusqu'à £t ; 
elle sera par conséquent négative depuis £t jusqu'à t, 
et depuis §t, jusqu'à %<tt ; d'où il suit que , pour les tan- 
gentes comme pour les sinus et les cosinus , les chan- 
gemens de signes correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouverait de même que les cotan^ 
gentes sont positives depuis: o° jusqu'à £ w , depuis or 
jusqu'à |^r, et négatives depuis - *■ jusqu'à *jt , depuis 
\ tt jusqu'à %T* 

qS Dans le calcul on renoontre quelquefois des arcs 
négatifs , dont le sinus et le cosinus , peuvent aussi se 
déterminer par les formules du n° n. L'expression de 
tin (a— i) changeant de signe quand on y change a en b 
et b en a , fait voir que sin( à— *a) ==— sin ( a — b ) ; 
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ainsi quand a^b, l'arc négatif i-^- a a un sinus néga- 
tif. Mais si en construisant la figure 4 » on portait "g* 4* 
à partir du point A, sur l'arc AC % le petit arc MN 
au lieu de AM , et qu'ensuite , on prît AM en place 
de MN. , pour opérer comme il a été dit dans le 
numéro 1 1 , l'arc AN' se trouverait au - dessous 
de AC au lieu d'être au-dessus : le sinus QN' chan- 
gerait donc de côté, ainsi que Tare. Quant au cosinus, . 
il demeurerait du même côté ; et par les formules on 
trouve aussi que cos (6— a) = cos (a— &). 

27. La proposition démontrée dans le n°"i 1 a encore de 
nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite ; c'est pourquoi je les place- 
rai ici. 

i°. En ajoutant entre elles les deux équations 

. , . , N sin a cosb -+• sin b cos à 
sin ( a + b ) = 



sin (a — b) = 



R 

sin a cos b -*— sin b cos a 



R 

•naura 

. f , . . . % 2 sin a cos b , 
sin (a + 0) +sm(a — 6)= 5 , .; 

d'où 

sin acosi = — sin (a-f-6) H sin(a— 6). 

2°. En retranchant la seconde équation de la pre-* 

mière > on aura 

. /■ 1 l \ • • ? v » 2 sin & cos a 
sin (a + 6) — sin (a — &)=-< 5 , 

d'où 

sin bcosazzs — sin(a-f-i) — — sin (a — &■). 

Lorsque a=6 , cette formule et la précédente, donnent 

cos a swa = — sin sa. 

3 . 
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3°. En ajoutant entre elles les deux équations 

. ' " tv cos a cos b — sin a sin b , 
cos(a-f-6)=- •. g -, 

cos a cos i -f- sin a sin ft 



coi (a — i)= 



jR 



on aura , ' 

,. acosacosi, 
eos(a + i) + cost«-^^)=: g * 

d'où 

R R 

cos a cos & = — cos (a + £) H cos (a— £). 

2 s 

Lorsque a = b, cette formule donne 

^ R , R * 

cos ÛT = — cos 2 a + — • 

a 2 

en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l'arc est nul. 
4°. En retranchant, la première de la seconde , il 

tiendra <. 

,. . ,., N 2 sin a sin b 
cos (a — o) — cos (a + b) = jr , 

i*où { 

/? 7? 

sin a sin b = — cos (a — i) cos (a + i), 

Lorsque d = b, cette formule donne • 

■ • . > . _* /** * 

sm cr = — — -^- cos 2 a. 

2 2 

5°. Si l'on fait a + 6 = d % a— 6 = b\ on trouvera , 
en ajoutant ces deux équations, zaz=za' + £', et en 
retranchant la seconde de la première , ab = d — V ; 

il suit de la que a = . b = . 

^ 2 2 

' Mettant ces valeurs de a et de i, dans les- expres- 
sions de sin a cps b , sin & cos a , cpsxz cos b x sin a sin i , 
obtenues précédemment^ on trouvera 
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VJ 



an l (J+ V) cm± («/ — J')s=~(«n«' -f- rini') 

..... JJ 

,in J (1/ — y) cos i « + y ) = — ( sin c/ — sin V ) 

^ S 

€£>s£(a' + y ) cos i (a' — &' ) = — (cosa' + 003^). 

sinKfl' + &') sin £ {et — V) = — (cos 6' — cosa'). 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 

première, on aura 

sini(^ + 6')co8i(^ — y) - 

sin Ha' — y) cos j (1/ -f y ) _ sin a* — siify 

cosi (a'-^F) - sin ±(a? + l/) — sina' -f- sin y - 

„, . sin-^ tanff^f , ON A 

Observant ensuite que j = — g — , (8) et que par 

cos yi. t\ 

, cos A R -i . ■» 

conséquent—: — r == " ! ^r> on obtiendra 

^ sin ^r tang A 

tang ~ (a'—* y) _ sin a* — sin y 

tang i (a' 4* y ) 8 i° a ' + s i n &' 
On conclura de niême des deux dernières formulés 

rapportées ci-dessus, que 

cos y — crts o f _ tang j (a* + ft') tangK**' — V) 

cos a' -f- eps y Jl* 

6°r. En divisant l'expression de sin (azfcfc) parcelle 
de cos (a ± i) , on aura 

% '■ sin (c±i) sin a cos fc dfc sin 6 cos a 

cos(a rfc; A) cos a cosTi rp sin a sin5 ' 

'divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 

1a fraction du second membre par cosa cos b, elle de* 

viendra 

sin a . sin b 

w cosa cos b 

. ... , sin a sin 6 * 

mfm cog a cos b 



i 
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et comme en général ? 8 = -^ — (8) , on obtien ; 

dra par ce moyen 

tangg ^ tangfr 
tang(art& ) _ R ~ ~ R ^ R (tangq ±tangft> 
il tangq tangi il* zç: tpnga tango* 

«t «fin togCaii) = «Htangodrtai^ 
&v ' ZPzptangataugè 

En se rappelant que cot A = -j (9) , on trouvera 

v ' tang(a±6) tanga=fctang 6 

"*" cot a * cot ô 



it a . R 



a > 



cot a ~ cot b 
et en réduisant > on parviendra à 

cot (a zb. 0) = r-T — 2—- . 

cot b ± cot a 

e T », . , tang£(a' — i') sina'— *ûiib' * 

a8. L équation . & a ; , . ,,v =- . *. • >/ > de 

^ tang£(<r-f £') sincr-f-sin* 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
i esta leur différence , .comme la, tangente de la demi- 
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-diffé- 
rence, s'obtient immédiatement par une construction 
géométrique fort élégante. 

ne. 11. JIM et AN y Gg.^ii, étant les deux arcs d et V, on 
aura jJfjP= sina', NQ-=:ûnV \ menant KC pa- 
rallèle au diamètre AB } prolongeant t&P jusqu'en M\ 



% 



% 



s. 
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3 en résultera 

MR=MP— NQ=àaù'— sini', 
3fR z=M'P + NQ=*3ma!+sm V (14); 

Cela fait , si du point C, comme centre, et d'un rayon 
CD, égal à celui du cercle ACB, on décrit un arc EDG % 
que Ton mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par le$ droites CM et CM', il est visible que DF 
et DH seront les tangentes des arcs DE etDG, qui me- 
surent les angles MCN et NCM'\ et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB } ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 

T$M—AM — ANz^d — b\ 

et celle de 

NM' = AM' -f AN= d + V: 

on aura donc 

Z>F = tangi (ff—V) , r>ff = tangi (û'+ V): 

Hais à cause des parallèles MW et FH, on aura cette 
proportion 

mr : M f R :: i>f : du , 

sina'—sin6 / :sina'-f-sint / :; tangua'— V) :tangl(d+l/) f 

ce qui revient à l'équation proposée. 

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu'on vient de démontrer: 

22g. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
ment , je les ai réunies dans le tableau suivant, avec 
d'autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées, ou 
desquels on peut les conclure. 
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Tableau des formules trigonométriques les plus 



usitées. 




sino* + co8a* = B* (10) 

m . , v sin a cos &z£: cos a sin & 
sin (a±b) = 



R 



cos (a±i) = 



cos a cos £ zn sina sin b ? *) 



R 



sin acosb = i /J[flin (a + i) -f sin (a — &)] 

cos asîn b = i /?C 8in ( a + *) — si n ( a — *) J 
cosacosi— 1 /?[cos(a -j- b) + cos(a — £)~ 
sin asin b = — £ /ï[cos(a -f- *) — cos(a — £) 

ain tf + sin b = — sin £ (a + i) cos£ (a — £ ) 
in — sin b = -=- cos£ (a + &) sin|(a — &) 



(27) 



su 



/î 



(27) 



2 

cosfl + cosi = "«"Cos^(a + è) cos£(a — b) 

cos a — cos £ = — — sin £ (a -f 6) sin £ (a — i) 

2 sin a cos a, _ . , y — <- ^ _ 

sînfla= ï5 00» sm|a=V/ aR* — nRcosœ (10) 



iî 

cos 2a : 



cos a* — sin a* 2 cos a a — R* 



00 



« — il _ 

sin a a = i#(fl — cos 2a) (27) » 

cos a a = £/?(# -+• cos 2a) (27) 

sin a s ~ sin b* = cosi*— cosa a = sin (a+&) sin(a — i) ( 1 1', î o) 
cosa a — sini a ==cos(a-f-A)cos(a— A) (11, 10) 

Rsina, - A /i a /îcosa , v 

tanga= (8), cota= •=—. (q) 

cos a v ' tanga sin a . 



sec a 



R* , R* 

, coséc a = ~ (8) 

cos a. . sin a 



l 



g ^ J cos (a ± A) /{*:+: tang atang 6 *• 7; 
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* 

&u£te du Tableau des formules trigonométriques. 



R*sin (a-f-fc) 

cos o cos b 
R % sin (a — b) 

cos a cos£ 

/P sin (a + *) 

sin a sin £ 

, R*sin(a— b) 

cot a— cot b =— — ; — . , 

sin a sin 6 



tanga + tang& = 

tang g— tang b = 

cot a -f- c °t 6 = 



(8, n) 



. A ,. R*sir\(a + b)sin(a — b) 

tngg* — tangi*r= - — —~ — ^ - 

cos a* cos or \* rii \ 

' * . .ts • /**sin(g-f-A)sin(g— *)f t5> "' 

cota* — coti*= ^ — . . , - v i\ 

/ sin a* sin r 

x+sinfe tang£(g + &) 



tang i (a— b) 
tangj(g + &) 

— R ' 

cot£(g — b) 



sin g tang J a 

iî+cosg R 

sin a cot {a 

21— cosa R 



2 — sin b 
i + sin b 

z -f- cos£ 

z -f- «in 6 

z — cosi """" 71 

z— sine tang- (g — b) 

i -+• cosi /{ 

z — sin b cot^ (g + &) 

l — COS& /î 

i + cosb cot£(g — b) sécg + séc& 

z — cosi tangj (g + b) sec g — - sec b 

R tang g /?* 



Ô>7) 



i g 



V/^ + tanga** 



C0Sgr= 



(8, io) 



iZ/^ + tangg* 
$=: sin i«=coso*=tangx*==cot-i* = séco*=coséc î* 

= iséc^ (23, 524) 

tin g = j corde <2g (î 4) , 

lin (i^zhi)= -f cos& , cos (i'±£) = zp sin b 

sin (s*:±&) ~ qpsin b , cos (<a*±:£) = — cos b \ f ^ 

sin (3*±fc)=: — cosi , cos (3*:±&) = ±: sin b ' W' 

sin (4* ±:i)= zfcsin £ , cos (4* ±i) = -f- cos b 
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3o. Je vais parler maintenant de l'application def 
tables trigono m étriqués à la résolution des triangles , 
pour laquelle il faut se rappeler que, par le moyen de 
ces tables, lorsqu'un angle est connu , la valeur de son 
sinus , celle de son dosinus , celle de sa tangente , et celle 
de sa cotangente sont connues aussi , et que , récipro- 
quement, quanfl la valeur de Tune de ces lignes est don- 
née, celle dé Tare doit être regardée comme donnée. 

»io. u. Soit CDE , fig. la, un triangle rectangle en D\ de 
l'un des angles aigus C, on décrit, avec un rayon égal à 
celui des tables , l'arc AM > on abaisse PM perpendicu- 
laire sur AC> enfin on élève la tangente AN, pour for- ' 
mer les deux triangles des tables , savoir : CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus , et CAN celui de la tan- 
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables 
au triangle proposé, et en les comparant successivement 
avec celui-ci , on en tirera 

CM: PM:: ce: de \ ( R : sin c :: ce : de 
cm: cp :: ce : cd j ou \r : cos c :: ce : CD 
CA : AN :: cd :de ou r :tang£ :: cd : de 

L'angle E étant complément de l'angle C, on aura 
cos C=. sin E', les deux premières proportions peuvent 
se réunir dans une seule et s'énoncer ainsi : Le rayon 
est au sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle 
proposé , comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 
angle. 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de l'un des angles aigus du triangle rectangle propo- 
sé , comme le côté de l'angle droit adjacent à cet angle 
aigu est au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d'énoncer, pour trouver celui qui reste. 

Ainsi 
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Ainsi , par la première on déterminera toujours une de 
ces trois choses : tfypothénuse , un côté et un angle aigu, 
lorsqu'on en connaîtra deux. 

J'ai mis simplement un angle aigu , quoique la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché > parce qu'un des angles aigus fait trouver 
r autre sur-le-champ; et que par conséquent si celui 
qu'on connaît ou qu'on cherche , ne remplit pas cette 
condition, on peut employer son complément. 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés d'un angle droit 
et un angle aigu, lorqu'on en connaîtra deux. 

Il suit de là , i° que , connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres 
côtés ; a° que , connaissant deux quelconques des côtés, 
on peut calculer les angles aigus. 

' Ces deux cas ne comprennent pas celui où l'on a deux 
côtés quelconques, d'un triangle , et où l'on cherche le 
troisième ; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle , qui donne 

^ X ^DEz=^CÈ\ et d'où l'on tire CE — Vc3+DE^ 

Si l'on connaissait l'hypoténuse CE , et l'un des côtés 
de l'angle droit, DE, par exemple , on aurait 

CD = \Û£— DE. 

Enobservantque CE—DE= (CE+DE) (CE— DE), 

et en prenant les logarithmes des deux membres de 

l'équation CD = \/(CE+DE) (CE — DE) , on 
trouverait 

\CD = W(CE + DE) + \(CE — DE)-]. 

Lorsqu'on construit des formules qui doivent servir 
à des calculs numériques, il faut toujours tâcher de les 
Trigonométrie. C 



34 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

préparer de manière qu'on puisse y appliquer les lo- 
garithmes commodément; c'est-à-dire qu'on ne soit 
obligé de passer des logarithmes aux nombres , et de 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re- 
cherche de CD , au moyen de sa première expression , 
on sentira bien évidemment l'objet de cette remarque. 
Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles rectangles , en observant que les 
deux cas traités en dernier lieu, se résolvent aussi par 
les deux proportions rapportées au commencement de 
cet article; car, i°. si , connaissant CD et DE, 09 
veut trouver CE, on pourra calculer l'un des angles 
aigus , C, par exemple, par la proportion R l tang C 
Il CD. I DE ; ayant trouvé cet angle , on calculera 
l'hypoténuse CE par la proportion R Z sin C *; CE 
l DE , dans laquelle on connaîtra les trois termes R 9 
•in C et DE- 2 . Lorsque Ton connaîtra l'hypoténuse 
CE et l'un des autres côtés , CD , par exemple , on 
calculera Fangle aigu opposé au côté. cherché, par la 
proportion R l sinE , ou eos C II CE l CD; puis on 
trouvera le côté DE par la proportion R : sin C :: CE 

: de. 

3i . On peut résumer ce qui vient d'être dit sur les 
triangles rectangles d'une manière commode , en dési- 
gnant leurs angles par A, B , C , A étant l'angle droit , 
et nommant a , b et c les côtés qui sont respectivement 
opposés à chacun de ces angles , ainsi que le montre 
R0.t3.la figuré i3. On aura d'abord par le premier principe 
R : sin C :: a : c , R ; sin £ :: a : b, 
d'où l'on tirera 

c sin C b sin B 

a~~~TC' a~ "7P 
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Chassant a de ces deux équations , ce qui se fait en di- 
visant chaque membre de la première par son corres- 
pondant dans la seconde , on trouvera 

c sin C ^ 
î~én7S ; 

. _ _ sin C tangC .. 

et comme sin 2Jt==cosC, et que 7*,= — ^— , il en 

^ cosC R 

résultera Z = ■ J - , équation qui représente le second 
R 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin , si l'on quarre chaque membre des deux pre- 
mières équations , et qu'on ajoute ensuite membre à 
membre les équations résultantes , en observant que 

tmC* + 8mB*=iànC* + coeO^R* (10) , . 

on aura 

— + — ^=1, ou&' + c^o». 

|1 6uit de là que les deux équations 

c sin C b sin B 

suffisent, conjointement avec la relation qui existe enfre 
les angles B et C , pour résoudre tous les cas des trian- 
gles rectangles. 

5a. Le principe sur lequel est fondée la résolution des 
triangles rectangles, conduit à celle des triangles quel- 
conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC , 
fig. 14 > «ne perpendiculaire BD , on formera deux fig. 14. 
triangles ABD , BDC , rectangles en D \ on aura dans 
le premier 

Ri mnA t: AB : BD 9 

et dans le second 

r: *ûC:i bc: bd, 

C a 
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ce qui donnera 

/ï X BD = smA X AB, R X BD = sinCx BC, 

et d'où il suit par conséquent 

MÏaAxAB^BÏnCxBC, ousin^:sinC::£C:^-ff. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors , l'angle C 
n'est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l'angle BCD et l'angle BCA, valant ensemble 
deux angles droits , ont le même sinus. 

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir 
en principe général , et s'énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proposition se démontre aussi de la 
manière suivante , qui parait plus analogue à l'idée que 
j'ai donnée de la trigonométrie , dans les numéros 1 et 2. 

ko. 1 5. Ayant inscrit le triangle ABC,fig. 1 5 , dans un cercle, 
si Ton décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon 
Oa, égal à celui des tables, un cercle abc, puis qu'on 
joigne par des droites ab , bc et oc, les points où les 
rayons AO,BO, CO, rencontrent le cercle des tables, 
on formera un triangle abc semblable au triangle pro- 
posé, et dont les côtés ab, bc et ac se déduiront des 
tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque Ton remarque que les droites aO, bO 
«t cO étant égales comme rayons d'un même cercle, 
-ainsi que les droites AO, BO, C0 9 les triangles AOB M 
J30C etAOC, ont leurscôtés, AO et BO, BO etCO, 
AO et CO, coupés proportionnellement aux points a 
et b , b et c , a et c , et que par conséquent les droites 
AB et ab , BC et bc, ACet ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 

ABl BCl AC ::.ab:bc:ac, 

M :;ïab:±bc:iae. 



DE TRIGONOMETRIE. Zf 

Cela posé, les angles du triangle abc t ayant leur 
sommet placé à la circonférence, sont mesurés par la 
moitié de Tare que soutend le côté qui leur est opposé , 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (i4) • donc 

~a& = sinc = sinC, 

£ bc = sin a = sin jA , 

£ ac = sin b =r sin B, 
et par conséquent 

AB : BC : AC :: sinC : sin;*: sin#. 

La comparaison des triangles AOB et aOb , montre 
de plus que AB\ ab\\ AO \ aO , ou que AB : asinC:: 
. AO 1 aO \ c'est-à-dire que chaque côté du triangle ABC 
est au double du sinus de l'angle qui lui est opposé > 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). 

34. En désignant , comme dans le n° 3i , les trois 
angles par A, B, C, et les côtés respectivement opposés 
à chacun de ces angles, par a, b, c , on aura a d'aprè» 
ce qui précède , les proportions 





sin A l sin 


B y.alb, 








• 


sin ^4 ; sin 


C llalc, 










sin B \ sin 


c ::^ : c, 


• 






desquelles on 


déduira les 


équations 




ê 




b • sin B 
a sin ^4 


c 
7*~ 


sin C 

an A 9 


c 

b 


sin 
sut 


C 

b: 



(*) On pourrait considérer les lignes Mb, bc et ac comme les sinus 
mêmes de ces angles A> B, C, en prenant pour unité le diamètre 
du cercle abc ; c'est ainsi que Garuot les a présentées dans l'ouvrage 
intitulé Géométrie de Position. On y f trouve , d'après cette défi- 
nition , une démonstration très-simple et très-élégante de la pro^o-* 
sition du no 1 1 et de ses dérivées les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement par ces proportions un 
triangle : i° lorsqu'on y connaîtra deux angles et un 
coté, puisqu'alors tous les angles seront donnés, et 
que les côtés cherchés seront nécessairement opposés à 
deux de ces angles ; si , par exemple , a est donné , ainsi 
que les angles B et C, on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits, pour avoir l'angle A , et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés b et c : 2° quand on aura un angle et deux côtes 
dont l'un soit opposé à t angle donné; si c'est , par 
exemple , l'angle A avec les côtés a et b , on calculera 
l'angle B par la première proportion ; et connaissant 
alors deux angles , on retombera dans le cas précédent. 

Il y a deux cas qui > n'étant pas compris dans ceux 
que je viens d'examiner , semblent échapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris , ou bien les trois côtés \ Je vais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d'abord que l'on connaisse les deux 
côtés a et b , et l'angle compris C. En mettant les 

équations 



c 



sin C £ sin C 



a sinA ' b sinB > 

sous la forme 

a sin C= c ain A , b sin C =. csîn B, 

pour les ajouter membre à membre, et ensuite les 
retrancher l'une de l'autre , on trouve 

(a + £)sinC= c(sinA + sïnB), 

( a — J)sinC = c(sin^— - sinj?); 

divisant le dernier résultat par le premier, le côté in- 
connu c disparaît , et pn a 

a — ■ b sin A — sin B 

a -J- b ~~ sin A + sin B* 
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Or on a vu (37) que 

sin^ — sini? tang|(^f — 2?) 

sinA + sinB tang|(^+J?)' 

en en conclura 

a — h _ tangJC^f— B) ^ 
a + ft tangi(^+£) l )f 
d'où on déduira la proportion 
a + bla-*b H tan^^A + B) : tang£(^— B) , 

qui s'énonce ainsi : La somme des deux côtés d'un triangle 
est à leur différence, comme la tangente delà dem>somme 
des angles opposés à ces côtés, est à la tangente de leur 
demi-différence. 

Tout est connu dans cette proportion , à l'exception 
de A—B\ car si on retranche de deux quadrans la 
mesure de l'angle connu C t le reste sera celle de 
( A -+• B ) ; prenant par conséquent la valeur de 
tang \ (A — B) , il viendra 

tangi(^- J B) = ^| X tangi(^+ J ff), 

formule qui fera connaître A—-B. Posant ensuite 

A+B=*m, A—B?±n, 
et ajoutant ces équations, on en conclura 

QAzsim+n t ou A ;=; ■ : 

/ 

1 i, ■■ . ' ■' ■■ 

(*) On peut anwi, pour plus de brièveté, faire la proportion 
* : b :: $îxui : éaB (3a), 
de laquelle on tire imn^difUeiriept 

ç-jhb : a — £ :: dn'u4-+-ain.£ : sin^-rfîn/Êi 
et Ton en conclura , par le n° 28, . :• ' 

a + b : *— b :: ttBjfi(^-f-5>: tangj^^-ft. - 
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puis retranchant la seconde de la première, il viendra 

aZf=:m— n, ou B = ■ 

On voit par là que, connaissant lasomme met la diffé- 
rence n des deux angles, demandés A et B , on trouvera 
le plus grand , e/i ajoutant la moitié de la somme à la 
moitié de la différence , et le plus petit, en ôtant la moitié 
de la différence de la moitié de la somme. 

Lorsqu'on aura calculé tous les angles > on trouvera 
le troisième côté par la règle du numéro 3a. 

36. On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté , en abaissant une perpendiculaire sur l'un des côtés 
donnés; de l'angle A> par exemple , sur le côté donné 
fig.i6. BCyfig. 16. On aura, parla propriété connue des trian- 
gles obliquangles, ~ÂB=z Hc^+lBCiç zBC X DC , 
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle , comme dans la figure, et 
le signe inférieur dans le cas où elle tombe en dehors ; 
de plus, dans le triangle rectangle ADC t on a (3o) 
DC = AC x sin DAC = AC X cos C, en faisant R= 1 : 

on conclura de là ÂB Z ==^+BC^qACx.BCx,cosC > 
et par conséquent 

r 

AB = VaC + Je — 2AC.BC.c0sC, 
formule qui revient , suivant la notation établie , à 

c = V^« a + b % — *db cos C, 

et donnera le côté c par le moyen des deux* autres a et b, 
et de l'angle C. Un seul signe suffit au terme aab cos C, 
parce que quand l'angle C est obtus, son cosinus est 
négatif, 'et change par conséquent le — en -f-, comme 
l'exige la construction géométrique. 

37; Cette formule ne se prête pas commodément au 
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calcul logarithmique ; mais comme on a 

cosaC =1 — asin O (37) , 

en aura aussi 

cos C= 1 — a (sin| Cy, 

en écrivant \C à la place de C; et par cette transfor- 
mation on obtiendra 

l/-(«— * )*+4û* (sin£ Ç) a - 
Faisant ensuite — --j7-v/<zZ> = tang*, ^ cn résultera 

c=(a — b) y\ -f-tang«t* = , puisque cos & = 

* COS mt T 

— — - On calculerai acilement tang et par lapre- 

V/i-f-tang** 

mière formule ; et lorsqu'on sera parvenu à l'angle ce , on 

aura par la seconde c= ■ -. 

cos* 

38. L'équation c= tfa* -f- b* — aai cos C fait con- 
naître l'angle C , lorsque les trois côtés a, b et c, sont 
donnés ; car en élevant chacun de ses membres au quar- 
ré , on en tire 

a* + 4 a — c* = aab cbs C. 
d'où 

c^ + fc 2 — c* 

cos C = — î — 5 : 

aa6 

mais cette expression étant peu commode pour le cal- 
cul logarithmique, il faut en chercher une. autre. 

Si l'on écrit 2C pour C, et qu'on mette 1 — a sinC* 
à la place de cosC (27), on aura cette expression : 

. ~ a , <*—a*—b % <*— a*— b* + aab 

vab nab 

c*—(a—by _ (c + a—b) (ç—g+b) 
Mb sLab ' 
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et par consécfuent 

(ç + g — b) (c — a+b) 
a a 

w — —'> 

mais il est facile de voir que 

c-f-a~ b (c-f-g-f-6) , 

1 r ■■ ■ zzz — -* u , 



a a 

c. — a + b c + a + b 



a: 



si donc on fait c -f? <* + ^ = f> on aura * en prenant la 
racine quarrée , et en remettant £ C an lieu de C, 

formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle d'un triangle , lorsque les trois 
côtés sont connus, de la demi-somme des trois côtés, re- 
tranchez successivement chacun de ceuàc qui comprennent 
V angle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché, et prenant la racine quarrée du quotient, 
vous aurez le sinus de la^moitiédacet angle. 

3g. La solution de tous les cas des triangles obli- 
quangles ne dépend , comme on voit , que des trois 
règles énoncées dans les numéros 3a , 35 , 38 , et ré- 
pose sur le principe dont on a tiré la solution des 
triangles rectangles dans le numéro 3o : il sera donc fa- 
cile, avec un peu d'attention, de retenir ces règles; et 
le calcul des exemples que je vais donner suffira pour 
mettre le lecteur en état de les appliquer. 
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Exemples de la tésolution des triangles rectangles. 

1 er . Connaissant dans le triangle rectangle BAC , 
fig. i3, l'hypoténuse a et un côté c, trouver l'angle *ic il. 
opposé C à ce côté ; et soit l'hypoténuse a=i3 m ' lw , 178 , 
le côté c=7 m i 357. On aura (3i), pour déterminer 
sinC, la proportion 

a X c :: R : sinC, 
d'où 

sin C= , 

a 

et prenant les logarithmes , 

1 sin C — 17* + le — la. 
Pour plus de simplicité, on fait presque toujours le 
rayon égal à l'unité : son logarithme est alors zéro , il 
n'en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au 
}léXL d'effectuer les soustractions, on emploie les com- 
pléraens arithmétiques dont la théorie est exposée à la 
fia de mes Elémens d Algèbre, Yoici l'opération : 

lc=l 7 ,357= •• •. • .0^667008 

comp. arith. la = comp. arith. Ii3,17$;2:8j88oi5q5 

somme ou 1 sia.C^=;. ; , ^» «...'. . g,74685i3 

qui, dans les tables , répond à 0^377 = C. ) 

3 e . Connaissant l*arigW C= o^.,5837, l'hypoténuse 
a =33,253, trouver lé côté b. On aura (3i) 

RlAxrB ou cobC Itaiï, 

d'où x . 

, ûXcosC 

• * = ~7r^ ; 

16 = la + 1 cos C— \R = la +1 cos C ; 

or, la= 133,253 = . i,5aîi83p8 

l.cos Cz= 1 cos 0% 5837 ■== . .., 9,7841210 

- «j_ — . — , — 1 

.femme ou 14=: • .1,3055)5 18 
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qui répond, dans les tables, à 20" , ,228 = i, à m*n* 
d'un 1000 e près. 

S*. Connaissant le côté c = 5 m ,3gi > l'angU 
B = q*,35o2 , trouver le côté b. On aura 

R : tangi? :: c : b, 
d'où 

, cXtangtf 
. *= r— * 

16=lc-fltangJ? — LR ; 

er , le =: 1 5,3<)i == 0,7316693 

1 tang 5 = 1 tang o*,35o2 = , 9,7876255 

somme où le = .::... * 0,5192948 

qui répond, dans lès tables, à 3 m ,3o6 = e. 

Exemples delarésolution des triangles obliquantes* 

.16. 1 er . Connaissant dans le triangle ABC y Jig. 16, 
le côté e, les angles A e| B , trouver le côté b. 

Soit A = i*,28o5 , B = 0^,5879 , c = 27 m ,348 ; 
l'angle Cséra 2* — (A+B) =ia*— 1*,8684= 0^1316, 
et on aura (32) 

sin C : sin i? :: c : ô, 
d'où 

°— sinC ' 
, li = lc + lsin£— IsinC; 

or , le=l27,348= ' 1,4369256 

v Isin B =lsin 0^,5879 = 9,9018394 

comp.arith.l sinC=çomp.arith.lsino^ i3i 6=0,68772 1 7 

somme ou \b •. £,0264867 

qui répond, dans les tables,- à io6 w ,289 = b. ' > 

2 e . Connaissant dans le triangle ABC les deux côtés 
a, b , et l'angle compris C> trouver le troisième côté c. 



• 
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Soita=a8 w ,44a, i=i7 m ,8o3, C=o*,84a6; on 
commencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) 

a + b : <*— b :: tang^i£ : tang^=^, 

.a % 

d'où 

tang—-^. —j -, 

•t 

ltang^=^=ltang^±^ + l (a— fc) — 1 (a + &); 

or, A + B=zsfl — C=a'— o«,84a6 = i',i574, et 

^ = o*,5 7 8 7 , 

a + i = a8,44a -f- i 7i 8o3 = 46,345, 
a — £ =5 28,442 — i7,8o3 =10,639 , 

Itang --^ = ltan & 9^787 = . . 0,1084874 

1 (a— i) ~1 io;63o, = 1,0569008 

comp .arith.l (a+è)=^comp .aritb,146, a 45 = 8,334935a 

A B 
somme ou 1 tang = 9,47o3a34 

qui répond à 0^1828 : 

Donc — — - + ■ ■ "'■ = A = 0^,7615 , 

a a . 



^A+B (A—B) D ,- c 
*t —^ i— . £ = B = 0^,3959. 



a a 



Maintenant pour déterminer le côté c, on aura la 
proportion 

•in£ : sinC :: b : c> 
4'eu 
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_ fex sinC 
°~ siniSf * 

et lc = l* + lsinC— lsin5; 

or, l& = }i7,8o3=3 .;. ,.... i ,fl5o4g3!i 

1 sin C= 1 sin 0^,8426 =. 9,9865885 

comp.arith.lsin5=comp.arith.lsino^3959=o,234657» 

somme ou 1 C =c P « .^ ..... 1 ,4717389 

qui répond, dans les tables, k r s§ m fi'&o =<?. 

3 e . Connaissant, dans le triangle ABC , les trois côtés 
a- 9 b , c r trouver l'angle ^. 

Soit a = 29 m ,o37 , 6, = 1 8 m ,743 , c = 1 3*,78a . 

Suivant le numéro 38, on ajoutera les trois côtés a > 
i, c , entre eux, ce qui donnera 61, 56a ; et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement b, c; il viendra 
pour restes ia,o38 et 16,999 : on aura ensuite 

1 16,999 = . ... . i,a3o4a34 

1 is,o38 = . i,o8o5543 

comp. arithv 1 18,743 = .8,7371609 

comp. arjtb* J 15,782 =. . . . „ • , .^ <. .- 8,8606878 

somme 19,8988264 

dont la moitié ou 1 sin£ A-=i * 9,9494132 

qui, dans la table, .répond À 00,6387 ! =c\A : donc 
^=1^,3974. 

4o. Un ouvrage de la nature jde celui-ci ne saurait 
comporter le détail des applications dont la trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible; je me bornerai à indi- 
quer la solution de trois questions que. Ton peut» re- 
garder comme la base de Fart de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première : 

Etant donné de grandeur et de position, sur un plan, 

Fie. in. une tig ne AB, fig. 17 , déterminer , par rapport à cette 

ligne , la position d'un point C, situé dans le même plan, 
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•u, ce qui revient au même, trouver les distances 
AC et BC. 

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne AB , qui 
est la base de l'opération , et les angles CAB et CBA f 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C\ les distances _ 
cherchées AC et BC> se calculeront alors d'après la 
règle énoncée dans le n° 3a ; et lorsqu'on les aura 
trouvées, on construira! au moyen d'une échelle de 
parties égales, sur les trois côtés donnés, le triangle 
ABC , qui fera connaître la position respective des 
trois points A , B et C (*). 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP , dans lequel on connaîtra le côté AC et 
l'angle CAP , trouver la longueur de la perpendicu- 
laire CP j abaissée sur AB , ou de la plus courte dis- 
tance du point Ck la ligne AB, et la grandeur du seg- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point Ck l'égard de la ligne AB. On trou- 
verait de même la situation d'un point D , qu'on pour- 
rait appercevoir eA même temps de deux quelconques 
des trois points A , B et C. 

(*) Je n'insiste point sur Topera ti on de la mesure des angles , 

parce que la vue des instrumens que Ton y emploie en apprend plus 

que tout ce qu'on peut dire à cet égard j et que pour concevoir la pos* 

0ibiHté de cette mesure ; U suflu d'imaginer que l'on ait placé sur Je 

point A le centre d'un secteur de cercle , dont les rayons soient 

diriges suivant les cotes AB et AC de l'angle qu'on se propose de 

connaître. Ceux qui voudront se livrer a la pratique de la levée des 

plans, pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagnoli. 

l'article Levée des plans , dans le Dictionnaire de mathématiques 

de l'Encyclopédie méthodique, le Traité d'Arpentage de ÎVT. Le- 

févre, et enlin les Traites de Géodésie théorique et pratique de 

M. Puissant t dans lesquels se trouvent les méthodes les plus exactes 

«t les plus propres aux grande* opération* tjcig ooouituiques , ainsi 

qu'aux; opérations de détail 



M 
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4i. Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point U 
par rapport à la ligné AB , en mesurant les angles DAB, 
DBA , on a tout ce qu'il faut pour connaître la distance 
réciproque des points C et D ; car ayant résolu le triangle 
DAB y de même que le triangle CAB, et retranché ensuite 
l'angle DAB de l'angle CAB , on connaît alors , dans le 
triangle CAD , les deux côtés AC et AD, et l'angle CAD 
qu'ils comprennent: l'application des règles du n° 35 
donne les deux autres angles DCA, CD A, et le troisième 
côté CD, qui est la distance cherchée. L'angle DCA 
donne la position de la droite CD ; et en considérant AC 
comme sécante , la comparaison des angles DCA et CAB 
. fait voir quelle est l'inclinaison de CD à l'égard deAB. 

En partant des points C et D, et considérant alors la 
droite CD comme une nouvelle base, on pourra déter- 
miner de nouveaux points, que l'on n'appercevait pas 
des deux premiers A et B] et continuant ainsi de proche 
en proche , on fixera la position respective de tous les 
points d'un pays : c'est ainsi qu'a été construite la carte 
de France , dirigée par Cassini. 

42. La seconde question dont j'ai à m'occuper, n'est 
que la première rendue plus générale, en supposant 
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
lequel se trouve la ligne AB. Soit C ce point, et ABC 
»i«. 18. le plan qui contient la ligne AB , Jig. 18 : la position, 
du point Csera connue , si l'on a celle du pied C de la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC 9 
et la longueur de la perpendiculaire CC , qui marque de 
. combien le point C est élevé au-dessus de C , qu'on nomme 
ssl projection. Dans ce cas les angles CAB et CBA ne 
sont plus ceux qu'on mesure , mais on prend à leur place 
les angles CAB et CBA, situés dans le plan CAB, 
passant par les lignes A Cet BC, menées des points don- 
nés A et B , au point demandé *, et pour fixer la position 

de 
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Bè te plan, on mesure en outre l'angle DEC que fait la 
ligne CB avec laligne 2?D, perpendiculaire au plan ABC, 
et par conséquent parallèle à la droite CC (*). On résout 
le triangle CBA comme dans le n° précédent , puis- 
qu'on y a encore les mêmes données ; ensuite , dans le 
triangle CBC, rectangle en C, on connaît l'hypoté- 
nuse CB et l'angle CBC, qui est la différence entre 
l'angle droit DEC et l'angle mesuré DBC: on calcule 
les côtés CC et CB. Le premier est la hauteur du point 
C au-dessus du plan CAB, et sert conjointement 
avec le côté AC , à déterminer AC par le moyen du 
triangle CAC, rectangle en C. Cela fait, on a les 
trois côtés du triangle CAB , et le point C est par 
conséquent donné. 

- 4?. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la 
ligne AB dans je *p1an auquel on rapporte les points à 
déterminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut ob- 
server, de plus* l'angle DBA,Jig. 19, qu'elle fait F i c .is); 
dans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan 
A!BC \ sur lequel on veut rapporter lé point C. Cela 
fait, on calcule d'abord, comme ci-dessus, les côtés 
AC et BC du triangle ABC i les côtés CC et CB, 
du triangle rectangle CBC\ puis dans le triangle 
BA'A, rectangle en A!, où on connaît AB , et l'angle 
ABA\ complément de l'angle observé DBA^n cal- 
cule BÂ ef ÀA\ 

Maintenant si l'on conçoit AC parallèle à A'C à 



(*) Lorsqu'il s'agit des points places sur la surface dé la terre, od 
choisit pour le plan ABCxm plan horizontal; les lignes CC f e\ BD 
sont alors verticales; leur direction est donnée par celles à\x fil- 
a-plomb ; le plan C CB qui passe par ces lignés est vertical, et 
se trouve déterminé par le point C, qu'on apperçoit du point B' t 
et par la ligne DB. La ligne CB «st uat ligne horiiohtalé cbn> 
prise dans ce plan* 

Trigonométriei £) 
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il en résultera le triangle AC'C, rectangle en C% 
dans lequel on connaîtra AC , côté calculé du triangle 
ABC, et CC , différence entre les lignes -CC, o* 
AA r f et CC y calculées précédemment ; on pourra pat 
conséquent calculer AC ou A'C: Voilà donc fa 
triangle BA'C déterminé par ses trois côtés , commtf 
l'est le triangle BAC, dans le n° précédent. 

44. En prenant arbitrairement les côtés BC et AB y 
et suivant la marche que je viens de tracer, on peut 
calculer le triangle A' CB y dans la vue de connaître 
l'angle CBA f , formé par les lignes CB et A!B qui 
3ont, sur le plkû A* BC\ lés projections des rayons visuels 
AC et AB , menés du point /? aux points A et C. 

L'angle CBA' compris entre ces projections, est 
l'angle CBA réduit, du plan incliné dans lequel il 
se trouvé , au plan A! BC sur lequel os rapporte les 
objets , et qu'on eboisit communément horizontal. Je 
donnerai dans la suite (69) une autre manière de ré- 
duire un angle d'un plan à un autre ; mais le plus sou* 
vent, -comme les deux plans que l'on considère sont 
peu inclinés entre eux, on fait cette réduction par 
des méthodes approximatives beaucoup plus Courtes ; 
on en a même dressé des tables. 

Pour le présent je me bornerai à faire remarquer 
fcpe si #ta observait aussi au point A* les #ngles EAC g 
EÀB , et que Ton réduisît par leur moyen l'angle 
ÇAB à l'angle CAB> puis que l'on calculât A! B y 
en multipliant AB par le cosinus de l'angle ABA r 
ou le sinus de l'angle, £>2M> connaissant alors immé- 
diatement les angles CBA! y CA f B et A'B , la déter* 
mination du point C rentrerait dans ce qui a été 
dit au n° Ao. 

.. L,a ïéduction au plan horizontal , n'est pas la seule 
tpl'o&ait à faite aux angles observés : il arrive rarement 
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qu'on puisse se placer aux pofrits remarquables qu'on » 
choisit pour sommets des angles, et qui sont- ordi-> 
nairement des pointes de clochers, des tours : il naît 
de là une nouvelle rédaction qu'on appelle réduction 
des angles, au centre de h* station. Il faut consulter 
sur ce sujet > comme sur toutes les attentions mbiu- 
tieustes qu'exigent lés grandes opérations; trigonomé- 
triques, l'Ouvrage de M, Deiambre y intitulé 3/ef hoies 
analytiques pour la détermination d'un arc du rnéri-, 
'4te*> £tles Traités de M. Puissant ,. déjà cités- ' 

45. La troisième question que je dois résoudre ici y à 
pour objet la détermination d'un point pur totisèr- 
vation des angles compris entre les droites menées dç* 
ce point à trois points donnés ; et elle se présente 
comme un des moyens les plus commodes pourwpIaoer r 
sur ttn. plan ou sur une carie, un pbirtt quia*»* y 1 
trouve pas marqué. i>oas*. .;. j ;.> îm-/ 

, Lorsqu'on la considéré dans ft^<?r le- ptàs général^ 
elle se rapporte à la géométrie dans Ifeipttee^st |?en 
ai donné la solution graphique dans l^e Complément 
des E lé mens de Géométrie ; mais quand les trois angles 
sont dans un meuie plan, il y en a toujours un qiii est 
la somme ou la différence' des deux autres, ensor^é qu'il 
suffit d'observer ceux-ci pour en conclure le premier ; 
et oh peut ramener Tes autres cas à' celui-là , W se 
servant de la réduction des angles ail plan horizontal , 
enseignée dans le n # 6fi: " • d ' 1<3 

La solution ^rapjiique 4e oe cafjcqnsistte; à décrira 
sur les lignes AB et AC , Jig. 20, qui joignent les trois fic.iô. 
points donnés À, B } Ç^ deux seg«nfgQfj.,de cercle 
capables des angles BDA , ÇDA ,. observés au point 
cherché D , entre les points A et B\ A et 1 C: Les cir- 
conférences des cercles se couperont d'abord au point 
qui leur a été rendu commun par la construction , et 

Da 



\ 



52 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

ensuite au point Z>, quiteera évidemment le point de- 
mandé. ^ 

Je n'entrerai point dans la discussion des diffé-- 
rens cas que peut présenter le problème , relativement 
aux diverses situations respectives des points donnés A i 
B y C , et du point cherché D \ je me bornerai à faire 
remarquer que la somme des angles observés BDA , 
CD A, indique si l'on est placé dans le triangle ABC , 
ou en dehors*. Dans le premier cas elle surpasse deux 
droits j dans le second, elle est moindre; et si elle 
était précisément égale à deux droits, on serait plaqé 
sur la ligne BC. Cela est trop facile i prouver pour 
que je m'y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer à ce problème 
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties 
du triangle BAC, et les angles observés BDA et CD A : 
je ferai en conséquence 

AB=à t AÇ*zb^£DAz=z*, CDA=&, BACz=?y, 

et je prendrai pour inconnues 

AÈD^x, ACDtzty; 

parce qfte ces angles étant trouvés, on en connaîtra 
lieux âyec un côté , dans chacun des triangles ÈAD et 
DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties 
(34)* Cela posé , les triangles ÈAD et DAC donneront 
smBDj : sïa ABD V. 4B l AD, 
vu CD A l sinACD :: AC : AD , 

■ •" • -. jrk usina? 

<ttt on* : siûx :: a : ^fZ?=— r — , 

sm« 

sinp i .sfnv *:: b t AD=^g> t 

tin conclura de là l'équation 

a sin x b sin ^ 

sin* sin# ' 
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qui revient à 

a sin |8 sin x — h sin et sin^ = 0.' 

Mais , dans le quadrilatère ABDC, on a 

ACD = 4 angl. droits— AD B—ADC— BAC— AMD h 

d'où ^=4 angl,droits-*a— |8— ^— a: ; 

faisant pour abréger 

4 angl. droits^-*— »|8— y =^, 
il viendra y=f — ^ , et par conséquent 

a sin |8 sin x — 6 sin et (sin J" cosx — - cos ^ sin x) =bq j, 
divisant tout par sin a? 4 on obtiendra 

asin|3 — £ sin et f sin<T-: — *- -^cos^ i ^? o, 

\ sin* / 

d'où on conclura 

cosx <zsinj3 + h sin ce cos «f 

- =COtX==- 5-^ r— r ; 

sin x b sin * sin r 

5i on partage çette*expression en deux parties , on aurai 

osiniS cos<P 

b sin * sin ^ sin a* 

,. A cos«T/ asin/3 . \ 
oubiea cotxœ-rr— -( --r-, g-J-j \ 

iin <T \p sin<t ços«T * /* 
ou enfin 

cot x = cot cT ( r-^ ■+• î Y • 

\£ sin et cos «r / 

VoUi la question résolue, puisqu>vec l'angle a>i 
*n a l'angle jf. 

Note sur le Nivellement. 

Il çH uiik à>. remarquer comment, par le moyen dn tB«n|I*» 






^ 
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rie, 19. rectangle ABA' , Jig. 19, on a détermine, dans le b° 43, la bain 
teur A A' du point A au-dessus du pointa qui lui correspond 
dans le plan A'CB, parce que si ce dernier est horizontal , 
la ligne AA f est alors la différence de niveau entre le point A 
et le même plan , et par conséquent aussi entre le point A et le 
point JBv 

L'opération qui Çût connaître cette différence , est nommée 
nivellement ; elle s'exécute de plusieurs manières , suivant la na- 
ture des instrnmens qu'on y emploie, er l'étendue des espaces qtie 
l'on considère,- mais son but est toujours de déterminer de com- 
bien un point est plus élevé qu plus bas qu'un autre, dans 
le sens vertical, ou perpendiculairement a la surface ter- 
restre. Il existe des traites spéciaux de nivellement, auxquels je 
renverrai le lecteur ' x mais «je dois dire ici que depuis qu'on possède, 
dans le ctrele répétiteur, un instrument portatif propre à mesu- 
rer les angles avec la plus grande exactitude/ on peut, comme 
je l'ai indiqué , n° /p , trouver immédiatement la différence de 
niveau de deux points , par la mesure de l'angle que fait avec la 
verticaje passant par l'un de ces points , la droite qui les joint. 

* 

J'ai supposé dans le texte les deux droites DB et AAf paral- 
lèles entre elles; mais cette circonstance n'a lîeu pour ïes verticales 
que dans un espace assez petit , à cause de la convexité de la sur- 
face terrestre. En la supposant sphérique, ce qui est à très-peu- 
près exact, les verticales concourent au centre C, comme le 
*|C. ai. marquent les lignes AC et BC, Jig. ai; la, ligne BA / pcrpeiidj- 
eufaire a BD sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre, et la différence de niveau, suivant la définition donnée 
ci-dessus , sera A<^ et non tyisAA'î c'est-à-dire là différence entre 
les cotes BC et A€ du triangle A,BC y dans lequel on connaît 
le côté AB mesuré, le côté 2? C égal au rayon moyen de la terre 
et de 6 36$ ig8- fenêtres , enfin Fangle B cOHàpns entre ces cotés, 
et supplément de l'angle 'observé DBA. Gela posé, fi on prend 

BC=v f AC=*b, AB=zc, 

•n obtiendra (9$) --■ " " " ~ . 

b = y a 2 -+- c» — 2ac cos B j 

• • * * 

et comme o est ton jours fort .petit k Pégahrft de a , Je donne 5 cette 
expression la forme . " 

faisant ensuite, pour abréger, — — .ces J?=a wt, puis développant, 

mÇL 
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par la formule do binôme, il viendra 

. ( zcm\{ i . cm .c*m* > 

*= * y * t) =a { * + f " i_ ?* + •*■ 5 5 

et la ligne cherchée A* étant e'gale h i — a, je supposerai b = a -f- A 
«Poli i! résultera , après la réduction, ' 



^ s= c/»~~ ^ — 4- etc. 



a 



La quantité m et ses puissances se calculeront facilement . par 
les logarithmes, en prenant- 1 - = coslT, parce qu'alors 

~ — cosi? = cosJ9'-.cosJÎ = asm}(iî-4-^') sin ^( 5 — &)• 

Quand l'angle B est droit, la ligne BA se confond avec BA f \ 
et si on considère alors le point «', intersection de BA f et du 
rayon AC, on a c=B*.' t et i 1 devient **', c'est-à-dire la distança 
tntre le point «' pris sur la tangente et le point et qui lui cor- 
respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni* 

1>eau apparent et le niveau réel. Dans ce cas m == — : ainsi 

aa' 

.ce qui fait connaître la quantité" dont la surface terrestre s'abaisse 
au-dessous de sa tangente, à une distance c du point de contact. 

Le plus souvent on rapporte d'abord le point A en A sur la 
tangente BA f , puis, à cause de la petitesse de l'angle C, on 
regarde les droites AA et Aaf comme se confondant, et on prend 
pour Att la somme des droites A A' et A*.'. 

On peut se passer de mesurer la distance AB , pourvu qu'on 
observe l'angle EAB en même temps que l'angle DBA. On cor- 
nait alors, dans le triangle- ABC , les deux angles B et A, sup- 
plémens des angles observés , et en a (35) 

*•— a __ tang£(^ — B) 
Y+a ~~* tang J {A + B) 

Faisant, pour abréger, t ;"^L^ J =* m > € * &=<* + cr, on 

trouve 

^ „ nam 
— - — - = m, ou & = •> ; 

W = i + «• •+• m* -f» etc* (Elém. cTAlgèb> ) : 
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donc J"= ïam ( i-f-m-+-m<-+- etc. \ , 

série très-convergente quand les angles A et B approchent d'être 
droits. Le premier terme 2am, suffira le plus souvent. 

Quand on opère avec exactitude , il faut corriger les angles, 
EAB et DBA de la réfraction qu'éprouvent les rayons de lu- 
mière en traversant l'air, de A jusqu'en B; mais j'ai principale- 
ment rapporté les deux questions précédentes pour servir d'exemple 
de l'application des séries à la résolution approchée de certain cas, 
fies triangles. 
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CHAPITRE IL 

De la Trigonométrie sphérique. 

46. JLi e S triangles sphériques que Ton calcule ordi- 
nairement , sont ceux que forment , sur la surface de 
la sphère , trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. XJn tel triangle détermine toujours un angle 
trièdre; et réciproquement, d'un pareil angle on déduit 
aussi un triangle sphérique. Çn effet, soit ABC ,Jig, 23, fis. m. 
un triangle sphérique quelconque , et que Ton ait 
mené de chacun de ses angles , ^u centre de la sphère 
dont il fait partie , les rayons AS, BS , CS m y les plans 
\ABS 9 ACS, BCS, seront ceux des grands cercles sur 
lesquels sont pris les arcs AB, AC, BC, côtés du triangle 
proposé, et ces arcs mesurent les angles rectiligne» 
compris sur chacune des faces de l'angle trièdre S ABC, 
entre ses arêtes SA et SB, SA et SC , SB et SC. L'in- 
clinaison de deux plans se mesure , comme on sait, par 
l'angle rectiligne formé par deux droites menées dans # 

chacun de ces plans , par un même point de leur com- 
mune section , perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de là que si , par le point A, on tire les droites Al et AK 
perpendiculaires l'une etl'autre à AS, mais la première 
dans le plan CAS , et la seconde dans le plan BAS, 
Tangle rectiligne IAK mesurera l'inclinaison de ces deux 
plans. Il est d ailleurs aisé Me voir que la ligne AI sera 
tangente à l'arc AC, et que AK sera tangente à l'arc 
£B\ et comme on prend pour l'angle que forment deux 
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lignes courbes , celui que comprennent les tangentes me*» 
b««s au point où elles se rencontrent , l'angle JAK sera, 
donc aussi la mesure de l'angle fait par les arcs AC et 
AB. Il en serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle ; les inclinaisons des faces de l'angle 
trièdre S ABC ont donc la même mesure que l'angle cor- 
respondant du triangle sphérique BAC, I^e .triangle sphé- 
rique et l'angle trièdre sont composés par conséquent de 
âx parties qui se correspondent , savoir : les trois côtés 
àa triangle qui répondent aux angles desarétes de l'angle 
trièdre, et les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l'angle trièdre. 

Euîer, qui s'est occupé à plusieurs reprises delà trigo 1 - 
nométrie sphérique , pour la présenter rous des points de 
we nouveaux, adornié, en 1779 (*), un Mémoire que* 
Ton peut regarder comme un Traité complet de cette 
branches des mathématiques. Sa forme, entièrement' 
analytique , m'a engagé à le présenter à mes lecteurs, 
èû y faisant les changemens nécessaires pour ne l'ap- 
puyer que sur un seul principe , et simplifier quelque* 
résultats. 

47- Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphéri- 
ques repose uniquement sur la construction suivante x 
qu'il est par conséquent important de bien saisir. 

De l'angle C du triangle AÊC , on abaisse une per- 
pendiculaire CD sur le plan ASB du côté BA opposé 3 
cet angle ; du point D on mène les lignes ED > t)F y res- 
pectivement perpendiculaires, sur SA et SB ; on tire le* 
lignes CE et CF y qui seront respectivement perpendicu- 
laires aux lignes SA et SB (Geomét,}. Il suit de là 

{*) Acta Academiœ ScientiaAim Petropôlitanœ , a mno 1779* 
pars prior; voyez, aussi le Développement de la partie élément 
faire des Mathématiques , par Bertrand > Genève >i77& (T»H 
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que les angles CED et CFD , mesurent les inclinaisons 
des plans CSA et CSB , sur le plan ASB , ou , ce qui 
est la même chose , donnent la valeur des angles AetB 
du triangle sphérique ABC. Je désignerai dorénavant 
les angles de ces triangles par la lettre, placée à leur 
sommet , et les côtés- qui leur sont opposés par une 
lettre semblable , mais prise dans le petit alphabet; ici, 
comme dans le numéro 3i , le côté BC opposé à l'angle 
A , sera nommé a, et ainsi dès autres. Le rayon des tables 
étant supposé égal a l' unité; on aura alors * 

CE = sin CA = sinô, SE t== cosCA = cosft, 
CF = sin CB =< sin a , . SF =3 cos CB s= cos a. 

Dans le triangle rectiligne CDE, rectangle en£>, et dont 
l'angle CED = A ,. on trouvera 

CD = CE sin CED = sin* sin^f, 
DE = CE cos CED = sin b cos A. 

Parle triangle rectiligne CDF } pareillement rectangle 
en D , et dont l'angle CFD-=zB , on obtiendra 

CZ> = CF sin CFD = sin a sin B , 
Z>F = CF cos CFD = sin a cos A. 

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
entre elles, donnent d abord 

sin b sin A 's= sin a sin 2? (A) , 

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques, 
l'analogue de celui du numéro 3a. • 

Il est évident qu'on doit avoir de mêma- les deux 
équations suivantes: 

sin c sin A == sin a sin C, 
sin c sin B = sin b sin C. 

Maintenant, par. le point 2£, je mène EG perpen- 
diculaire sur SB, et par le point D , je tire DM parallèle 
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à SB\ je forme de cette manière un triangle rec- 
tangle HDE , dans lequel HED = ASB , puisqu en 
retranchant l'angle GES de l'angle droit SED 9 on a 
pour reste HED , et que l'angle ASB ou ESG est aussi 
la différence entre un angle droit et l'angle GES. De 
la résolution du triangle EHI>, on déduira par con- 
séquent 

HP = DE sin DEH = DE sin c = cos A sin 6 sin c ; 

maie SF= cos a = SG + GF—SG + HD, et SG 
= SE cozESG = ços£ cosc : on aura donc 

cosa = cos b cos c -f* cos^f sin 6 sin c , 

équation qui exprime la relation qui existe entre If 
côté a , les deux autres côtés b et ç, et l'angle qu'ils 
comprennent. 

Il est évident qu'en considérant en particulier chacun 
de ces derniers,, on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente ; et l'on formera de cette 
manière % entre les six parties du triangle ABC , les 
trois équations 

cos a = cosb cosc -f- coa A s\nb sine ) 

cosé = cosa cos c -f- cos B skia sine \ (B). 

cos c =■ cosa cos& + cos C sinasxnb \ 

48. Ces trois équations renferment implicitement l'é-r 
quation (À). Popr s'en convaincre, il suffit de prendra 
les valeurs qu'elles donnent pour cos A, cos B 9 cosC x 
et de les substituer dans les équations 

sin A* == i — cos A % 
sin B % — î — cos B* 
sin O = 1 — cos C*. 

On trouve parla première de celles-ci K 
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cos a*— a cosa cos b cos c -f- cos i â cos c* 



sin A* sin c* 



sin& a sinc* — cos^+acosacosàcosc^— cosi*cosc* 

•-.*».... ' f — ■ » T ' ' I t: '' — =t 

siri0*sincr 

— cos&*) ( i ^cosc*)— cos &'cosc*— çosa*-j-acosflÇQ8&cosc 

sm b* sin c* 

i — cosa* — cosi*— cosc* + a cosxi cosi cos c 

sin A* sin c a - * 

K 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin o% 
et prenant ensuite la racine quarrée > on obtiendra 

. . ^ „ y 1 — cosa a — coso*— cosc a +acosacosocosc 

•in^f=smaX — : : . v . i» % 

sin a sin b sm c 

Si, pour abréger, on représente par jf la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation, 

on aura smA=Mûna ; 

„ . - • ■ - f ■ 

•n trouvera de même 

f. 'M '■> . ■ *■ 

sin B-=.M sine, sinc=ii/sinc;.. 

et par l'élimination .de M, on retombera sur les équa-* 
tions (A). Il est à proposée remarquer que les trois côté* 
û, b i g, entrent tous delà même manière dabiï'èxpres- 
siori de M , car d'est pour cela qu'elle est Commune aùfc 
valeurs des sinus dé chacun des arfglès ('* ).'^ 

Les équations (B) suffiront donc pour résoudre ua 

(*) En désignant pat* N fe numérateur qç la. quantité Jkt, par y, 
/É, et, trois arêtes contigués A 1 un tétraèdre quelconque , et par a , bj 
c , .les .trois angles' ,qirfe)les forment , il résulte «d'un mémoire 
d'Euîer , que le volume de CR f tétraèdre est égal à.-J eq#> x \ 2V, et qu* 
g ^revient 

^/ sin£( a+b-¥-c ) sin£ (a-hk^-c) sin y (a-hc— ?£) sin { (i-t-c— a)^ 

Dans, le tétraèdre S ABC, *r=#=±y=iH ; son volume est donc* 
égal h J 2V. (Voyez les Novi Commentarii Acad. Petropotitanca* 
T» IV, pag. i6o > et le 6* cahier du Journal dé l'Ésoie Polftêch* 
nique, pag. 270)* 
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triangle spbérique quelconque, lcMnsqù'on connaîtra titote 
de ses parties, en observant quele sinus et le cosinus né 
doivent être regardés que comme une seule inconnue , 
puisqu'on- peut toujours exprimer l'un par l'autre. 

L'application des équations (B) aux différens cas- qui . 
peuvent se présenter, devient plus facile, au moyen de 
quelques transformations que je vais effectuer. 

4g. On peut y changer les angles dans les eêtés qui 
leur sont opposes, et respectivement, en observant de 
donner le signe — * aux cosinus. Pour le prouver , il faut 
éliminer cos a des deux dernières, au moyen de la pre* 
raière; on -trouvera 

cosAc=rcosô cqrcN^-cos^sàaA sînc cosc -f-cosi? sina sin c 
ços c = cosà* c<jsc-f-çosyrf smb sine çpsb -f-cosC sina sini; 

En substituant dans ces résultats' i : — sin c* à cSs c* t 

1 — sin &* à cos b\ ils se réduisent ; le premier devient 

divisible par sin c , le second par sin£ , et ils peuye^ 

ensuite s'écrire ainsi: r ' , 

\ • • • » ». .. ■ ». 

cos B sïn à = cos b sin c — cos À sin b cqsc î 

cos Csihp=±:sin fteose — cos Jf cos 5 sine J , 

Si on Multiplie la deuxième de ces équations par çhsÀ, 
qu'on l'ajoute à }a première,, «t qjie Ton substitue 
i— -sin^/* au lieu de cos^V .9P» obtiendra 

• sin «. (cpSvA -rf- COS ^ cos C) « sin ^* cos & ski c ; 
mais il suit des équations (A) que. sine sin Jl=$ina sin C\ 
faisant la substitution de cette valeur dans le second 
membre dé l'équation ci-dessus-, ëfle deviendra divisible 
par sin ii, et on auta pour résultât 

cos B + cos A cos C === ços b sin A sin C > 
ou , ce qui est là même chose ,' 

cos B == — '• cos A cos C + cos b sin ^ sin C. 
En rapprochant cette expiation, d«8 équations (B) , on 
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toit qu'elle te déduirait immédiatement de la secoode* 
en changeant les grandes lettres en petites , et récipr*- 
quement, et en affectant tous les cosinus du feigne — • En 
effet , en opérant ainsi , il vient 

— cosl? = co6^ cosC--CQsôs«i.//amC, 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on «a 
change tous lès signes. ■ ' 

La relation qtfa l'angle É avec les deux angles A % C> 
et le côté b qu'ils interceptent, existe nécessairement 
dans chacune des cpjnfyibaiôons semjdkbte» ttfangle» tot 

de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

> 

cos^f = — cos Z?cos C-f-cosa siniî sin C 
cos B = — cos A eos C + cos b sïn À 
cos C=-*^cos^cos B -^coscsiaA 




5o. Il faut remarquer x^uenparenant les cosinus néga- 
tivement, on passe des arcs a, i, c, et des angles A> B p C, 
à leurs supplémens , puisque — cos À = cos (2*—,^) , 
•— cos a = 00s (2* — a); et ainsi des autres (q3) . Si on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus', en fai- 
sant, pour abréger, 2*-— -4 = jf , a* — *« = a*, etc, elleîs 
prendront la forme 

. cos^= cos J^cos Cr\- cQS^/sia /Pain C 
cos B'= cos^'tfosCif* cost'ain^Tsin C 

cos C== cos^'cos J5'-f- cosc'sin-^sin 2P 

• • • . <■ 

équations parfaitement semblables auxéquations (B)*, et 
qui appartiennent par çonséqueptàun triangle sphéfique 
dont les côtés sont j£ f 0^ Ô ', «t-4e* angles *',.A\ c r . 
Un tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplé- 
mens des côtés -du trisagle^aPÇ, et ses côtés mesurent 
les supplémens des angles du même triangle : il est dési- 
gaé , dans les livres de trigonométrie , sous le nom çt# 
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triangle supplémentaire ; et on prouve que leé sommets 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier , et 
vice versât 

5i . Les équations obtenues dans le n° 4.9 sous la dési- 
gnation (C) -, qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique ABC , peuvent se transformer en d'autres qui 
n'en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela sub- 
stituer . au lieu de sin a, dans la première. — : — =— < 

sin B 

. j ,, ,. sincsm^f ,,. N cosp 

et dans la seconde, ■•■ . n — (47) > et comme -r— £ = 

sin o sm p 

cotp, on trouvera alors 

cos b sin c — cos^ sin b cos c 



cot£ = 
cotC = 



sin -^ sin b 

sin 6 cos c — cos A cos b sin c 

sin ^f sine 



(D); 



Il est facile de former , à l'inspection de ces valeurs * 
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutant les 
lettres d'une manière convenable; mais il importe sur- 
tout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des 
équations (B) , on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci, Jes côtés en angles, et réciproquement, 
en affectant Jes cosinuêf et les cofangentes du signe con- 
traire à celui qu'ils ont , et il viendra 

. cos B sin C -f- cos a sîn B cos C 

Cotb= — r^ — — k-^ 

sin a sm^ . ,- 

sin B cos,C + côsd.cos.2?sin Ci' * * "* '* 

cot c as ,. , r , ,, j . . . , % 

smasmC 

5s. Les cinq systèmes d'équations (À), (B), (B'), (D), 
(D') , donnent immédiatement la résolution de tous les 
tas que peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 

premier^ 
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premier exprime la relation qui existe entre les angles 
«et les côtés opposés* 

53. On tire an second les six formules suivantes i 

cos a = cos b cos c -f- cos A «in b sin c *\ 

cos & = cos a cos c -f- cos i? sin a sin c l ^ 

cos c = cos a cos A -f* cos ^ sm a 8m ^ / 

. cos a — cos b cos c 

cos A = . , . ■ — - 

sin 6 sine 

_ cos b — cos a cos c 

COS if = : ; >- 

sin a sine 
cos c — cos a cos b 



cosC=3 



sin a sin 



dont les trois premières font connaître un côté parle 
moyen des deux autres et de l'angle qu'ils comprennent, 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
moyen des côtés. 

54* Le troisième système produit » de même que le 
précédent , six formules , qui sont : 

cos^f =s — > cos B cos C -f- sin B sin C cos a 
cos B 5=* — cos A cos C -f- sin A sin C cos i 
cos C — — cos ^ cos 5 + sin A sin J? cos c 
cos A -f- cos 2? cos C 



cos a: 



sin 2? sin C 



. cos i? -f- cas A cos C 

CO3 = : . . ' ,,"» 

sm ^f sin C 

cos C rf- co.s ^f cos 2? 
cos c = . ■ . ' ' - » 

sm AsinjS 

Les trois premières feront .trouver un angle lorsque 
Ton connaîtra les deux autres et le côté intercepté entre 
eux ; les trois dernières donneront chacun des côtés, 
lorsque tous les angles seront connus. 

Trigonométrie. £ 
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55. Le quatrième système, en y faisant toutes les peb 
mutations possibles, donne les six formules 

A cos a sin i— cos Csin a cosft 

cot A =5 . ^ . 

sm C sin a 

_ sinocosô— cos€cosasin£ 
cot £= 



coty* — 
cot C = 



sin Csin 6 
cos a sin o— cos B sin a cos c 

sin ^ sin a 
sin a cos o— cos Z? cos a sin c 



sin J5 sine 

cos 6 sin o— cos A sin 6 cos c 

cot 2> = : — j . i • 

sin^fsmD 

- sin 6 cos c — cos A cos b sin c 

COt C = ' " ■ : Y~. , 

suxA sm c 

par le moyen desquelles on déterminera deux des angles 
d'un triangle sphérique , lorsqu'on connaîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

56. Le cinquième système enfin conduit aux six for- 
mules suivantes : 

cos^sin2?4-cpsc8nL^fcosj8 

COt a 2=3 : b > 

. sin^cos^-f-cosccos^sini? 
cot b = ■ . 1 — s 

cos A sinC-f-cosi sinA cosC 
cot a — ■ — . i . ■ ^ 

ÂnAcosC^cosbcosAsuïC 
cot c = ' — t—' — * 

sin sin C 

cos/i* sinC-f-cosasin2?cosC 



cot b = 



sinasinB 



* sinl? cosC-f-cosa cos/? sin C 
cot c 2= ' — •> "-i 
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tpii serviront à déterminer deux des côtés d'an triangle 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles qu'il 
intercepte. 

5j. Les formules conclues des systèmes (#) Y C^')"i 
(D) et (D') , (53—56) , méritent la plus grande at- 
tention j tant par leur élégance que par la propriété 
qu'elles ont de faire connaître si l'arc où l'angle qu'elles 
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrans 
ou qu'un angle droit, propriété que n'auraient point 
les expressions des sinus des mêmes arcs; En effet , 
le sinus d'un arc étant le même que celui du supplé- 
ment de cet arc , tant par sa valeur que par son signe, 
toutes les fois que l'on né connaît que le sinus "d'un 
arc, il, n'est pas possible de sayoir si cet arc doit être 
"plus jtétit ou plus grand qu'un quadrans; mais lors- 
qu'on a le cosinus ou la co tangente, et qu'on sait d'ailleurs 
fc|ue cetarc ne peut être égal à la demi-circonférence ^ 
ce qui est le cas des côtés des triangles sphériques et des 
arcs qui mesurent leurs angles , On voit par le signe du 
résurbàtj' si l'arc cherché est compris ou non entre 1? et 2': 
le cosinus et la cotçuigente ontje signe — dans le pre- 
mier cas, et le signe -f- dans le second. Si donc on a soin 
de donner aux quantités, connues qui entrent dans les 
formules rapportées ci-dessus^, les signes qui doivent les 
affecter , d'après la valeur des arcs auxquels elles ap- 
partiennent, le signe du résultat fera.connaître l'espèce 
du côté ou de ï angle cherché; c'est-à-dire s'iJ^st plus 
petit' ôii" plus grand qu'un quadrans , s'il est aigu 011 
obtus. 

i 58.„ Çesmêmesformulesse simplifient beaucoup lors- 
que le, fôigngle proposé est rectangle; c'est-à-dire lors- 
qu'un ,de ses angles est droit.. En effet, si l'on suppose 
due C=si f . on aura 

Ea 
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ainC = i, cosC==o; 

et il viendra 

cos c = cos a cos b (53) 

cos A cas B M ^ ,„ , v 

COS C = - -T-. — 57- = cot A cot B (?£} 

co«^= «in B cos a | . 

cos B zsisinA cos £ J ^ ^' 

lin a ir sin c sin A , sin i = sin c sin Z? (47) 

- cos B \ r , 

coto = - : — = I I tang b = sin a tang Zf 

sinasm/?! 1 

cds^ I I . . 

cota = -. — r-? — 3 I ftanc û = 8inô tang ^l 

sinôsmyf I d* ù< 

cosft COS-^ / \ . . 

cot c = : — r — I Itang = zo%A tang c 

sm b I I ' 

cosacosZ? \ \ „ 

cot c = ■■ v ■ I I tanga = cosi? tang C 

«t en ne prenant, parmi ces formules, que celles qui dif- 
fèrent essentiellement , on aura les six que yoici : 

cos c = cos a cos b 
cos c = cot-dfeot# 
\ sîn a £±= sin c sin^f 

tanga = stn 6 tang A 
tanga == cos Btàngc 
cos A = «ri if^cosa , 

qui , par les renyersemens dont elles sont susceptibles , 
suffiront pour résoudre les triangles sphérîques rec- 
tangles en C, et dans lesquels le côté c , opposé à ï'angle 
droit , se nomme hypoténuse , aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formulés ana- 
logues pour le cas où le triangle sphérique proposé au- 
rait un de ses côtés égal au quadrans ; mais je ne m'y 
arrêterai pas. 
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5g. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 
rithmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans- 
former les formules des n°* 55 et 54, en d'autres dont le 
numérateur et le dénominateur soient décomposés en 
facteurs; et c'est ce qu'Eulera fait dune manière aussi 

simple qu'élégante. - 

n _ „ . Â cos a — • cos b cos c 

i°. De 1 expression cos A = ■» — r- : % 

r sin b sin c 

comprise parmi celles dun° 53, on tire 

%Â cos (b — c) — cosa, x 
î — cos % A = . L . (a i ) 

sin osinc 

f A cos a — cos (b -f- c) 

i-f-cos^f = . t . , 

sm b sin c 

d'où il suit, àcause de -^ ■2 = tang±A* ( 2 7) » 

1 "j™ COS .« 

cos a — cos(o-f-c) 
mais cosp — cosq =— asin £ (p+<7) sin | (p— </) (27) : 

donc tang i ^ = 1 /* ïn * (*^M*-^i) 
Ba K sinKa+*+O^K^— *— c)^ 

En opérant ainsi sur les autres expressions du même 
. n° 53 , on parviendra à des résultats semblables. 
2 . Prenant dans le n° 54, l'expression 

cos A + cos B cos C 

cos a = . . 

sin-ffsiaC * 
on en déduit 

,1 — cosa = v . / — L^ 

sin B sin C 

. cos A -f- cos (B — C) 

l-f-C0Sa = . JL i 1 

sin /? sin C 

d'où tmeirt»- C0 »(^+Q+ces^ 
5ï cos(Zf— C^f-cos^" 
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« *■ 

mais cosp -f- cos*/ =2 cos \ (p -f- q) cos£ (p— H7) (27) : 

donctan g i«-l X -c°«K*+^^c°*K*+C--^ ) 
donctang,**-^ cos i (/f _ 6 . + ^ )cosi(fi+c _^ ) ., 

formule que le signe — du numérateur ne rend pas ima- 
ginaire , parce que l'arc A-\-B-\-C surpassant un qua- 
drans, a son cosinus négatif (*). 

3°. Les expressions du n° 53 donnent aussi 

cos a — cos h cos c = sin b sin c cos A 
, cos & —cos a cos c = sin <z sine cos/?; 

et divisant la première de ces équations par la seconde ^ 
en observant que ; d'après les équations (A) , ona 

sin b sinB 



sm a 



sin^4* 



(*) Euler, pour donner plus d'uniformité à ses résultats } em-. 
ploie toujours les tangentes des arcs a déterminer; mais on peut, 
dans ce qui précède, arriver un peu plus simplement au sinus. 

1». On a I- — cos A=zn sin \A* (27), et par la formule 

cosp — cos<7=^: — 2sin|(p-+-^)sin|-(p— q), 
on tronve 

cos {b— c)— cosa =~. 3 sin £ (&— c+a) sin £ (A — c— a) j 

ou en changeant «le signe de Tare b~—c—a et de son sinus, 

cos (£— ■*)}—• cos a ==?sin £(«-!-&— c) sin \ {a-+-c — b) ; 

mettant ces valeurs dans celle de 1 — coa^É, et prenant la rat 
cine quarree de chaque membre, il vient 

. , . I S" *i n * (àr¥b — c) sin £ (a-+-c — & ) 

sin^^ = |r ... — •• 

^ s in 6 sine 

2°. Si on observe de même que 

1 — cosa = asin£a«, 
et que l'expression de cos/? -4- cos 9 donne 

cos (B+ C) -f- cos ^f = acos | (5+ C+-^) -f- cos f (#4. C— ^0 , 

pn trouvera ^^ 

-:- j - - L/* ~ «> s F (^+ £+ C) cos j ( B+ C*-^) . 
« n a«-K sin £ sin C ~' 
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on trouvera 

. co8 a — cos b cos c sin B cos A 

cos b — cos a cos c sin A cos 2? 

Si Ton ajoute ensuite l'unité à chaque membre de cette 
dernière x elle deviendra 

+ cos a — co5 b cos c sin 5 cos A # 

cos -p- cos a cos c sin ^f cos Z* 

et on la changera facilement en 

(cos a -f- cos b) (1 — cosc) sui(^-f-2?) t 

cos6 — cos a cosc sin-^cos.5 

parla réduction des deux termes de chaque membre au 
mcme dénominateur. 

En retranchant l'unité au lieu de l'ajouter , on aur* 

cos a — cos b cos c sin B cos A 

cos b — cbs a co$ c sin ^ cos ^ 

d'où l'on tirera 

(cos a — cos b) ( 1 -f- cos c) sin (j5 — ^) 

cosè — -cos a cosc sin .^ cos 2? 

Divisant ce résultat par le précédent, il viendra 

cosa — cosb î+cosc sin (5 — A) m 

cosa-{-cosb 1 — cosç sin(Z?+-^) x 

et comme^ d'après le tableau de la page 3o , 

cosa— cosb 1 /-i , s. ^ « ,1 x . 

™«„-Ln,wA =tangK* + a ) tan g£ (* — û ) * 
cos a -f- cos b 

1 -f cos c , 

= cot J- c* , 

1 — cos c 

sinp = asin^pcos-p* 

on trouvera 
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tang i (b — a) tang \{b -f- à) cot £ c* 
_ sinj(l? — ^)cosj(2î-^) 

~sini(2?+^)cosHtf-M) , '" , 
Hais en ajoutant et en retranchant successivement l'unité . 

a chacun des membres de 1 équation . ■ ■■ = - — - Â . 

sin a •swlA 

puis divisant les deux résultats l'un par l'autre , on 

parvient à l'équation 

«ni— * sin a sin/?— sin^ • 

sin b -f- sin a sin B -J- sin A ' 

qui peut être transformée ainsi : 

tangK^— *A)cot£(6-f-a)= . f ; p -, A tte ~k% 

DV J av * ■' sm±(.#+^)cos5(2?— .4) 

par les formules du tableau de la page 3o : multipliant 
donc entre elles, membre à membre, cette équation et 
l'équation (a) , en observant que 

tangi (b + à) çot J (b + a) = i (9), 

l>n obtiendra 

Ctang.V a)) c < )t ^— (sinK ^ + ^l> 

extrayant la ràfctà^de chaque membre , il viendra 

. ,i v , sin £(2?—- A') 

tanglCA-^cotic ^,^^ , 

et divisant l'équation (a) par cette dernière , on aura 

t a ngK a + 3)cotic = cogK ^ + ^ . 

En se rappelant que — -r- = tangp (9) , on déduira de» 
deux équations ci-dessus, les expressions 
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1 #l n 1 ' SÎn~(Z? — A) 

tang K& + «) = tang i c — ^-p-^, 

qui feront connaître deux côtés d'un triangle sphérique, 
dont on aura le troisième côté et les deux angles qu'il 
intercepte, puisquen désignant par V et cf, les valeurs 
des arcs i-f-a et 6— *a, il en résulte 

4°* En prenait encore dans le n° 54 > les équations 

cob ^ + cos B cos C = sin B sin C cos a 
ços Z? + cos A cos 6' = sin A sin C coaô , 

et divisant la première par la seconde, on trouvera 

coi A + cos B cos C sin B cos a sin b cosa 

cos B + cos-^f cos"5 sin A cos 6 sin a cos b * 

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats l'un | 
par l'autre, on en conclura comme ci-dessus, 

cos^ — cos B ^ 1 — cos C sin (6 — a) 

cos^ + cosi? 1 -f-cosC sin (i -J-a) * 

tang}(£ — ^0 tang^( £-+- ^) tang^C* 

~sinK6 + a)cosK6+ <0 ' ' " W * 

,, , . sin b — sin a sin B — sin .// 
et comme 1 équation -: — , , . — = -: — jr-— — : — 1 

^ sin b -f- sin a sin Zf -f- sm A 

employée dans la transformation précédente , peut 

s'écrire ainsi : 

wt> * ,„„ . ^n sîn^C* — a)cos£(J+a) 
tangK^-^cotK^+^)= si 4^ cos r^_ a) 
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m- multipliant et en divisant par cette dernière, l*é~ 
quation (b), on trouve enfin 

■ tang \{B—A) = cot | C . ?) ( 

formules qui remplaceront les précédentes, lorsqu'on 
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent. 

Go. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura 



•±b-çy 



tanc i b = i /liESrflEi 

5â K S ini(a+c— J)sini(a+^-fc) 

t i £ — I y^ 5 * 11 a Cfl-f c— &)sin JC^+c— g) 
S* ~"K « n £(<z-fè— c) 6 ini(a+6+c> 

tnnr ■ fl — I S - ™W+C-^™*RA+B+fy 

S * ~ V ços±(A+B—C)cosi(A-\-C—BJ 

tan _i Â _ I y —cosiiJ+C-B)co^A+5+Cy 

tangx r - I / -cosiV+B-C)c.osKJ+B+C> 



(*} Pour tirer ces formules de leurs analogues du numéro preceV 
d«nt, il faut observer que * — yg — >=« — (@ -+->), et quç. 
sin (p — ^) = — sin (^r — /? ) , cos (p — ^ ) = cos (^r — p). 
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b — a ^ , sinK^— -0 

^g-r- =tanëgC S inKg+^) 

b + a . cosifiî— ^) 

tang — _ = tang s a ^l^ëj 

g— c__..__, L sinK^— O 

12115 -S"™ tMS * b àa\{4+C) 

ta ng ^-_t a D gï i cosK ^ +C) 

B—A ilir ,8ini(i— a) 

tang = cot i C . f;, ; 

tang = cot » C , ., , — ; 

C— 5 ^, , sini(c — b) 

tang = cot i ./l -r— pi — — ■ t= 

tang £±£= cot M24fi=g 
a cos£(c+6) 

tang =ç=cot££ -5-7-) — r— ( 

. ° a * sin£(a-f-c) 

tang =cotâ^ n? — ; — v 

° a cos£(a + c) 

Des douze dernières formules on déduit les suivantes, 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
]es angles opposés. 



*\ 
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tangi c = tangi (i-«) ^l^,^ 
tangue = tangi (& + a) cos ^_^ } 
tang i a = tang i (c -i) -f^B) 
tang i a = tang * (c +4) ^^ ^ 
tang | b = tang i («-c) ^fcç) 
, Un 8 i* = t«si (a + 0)35^3^ 

cotiC = tangK^-^ 8 44ê ± ^ 

sin «5 (0 — a) 

cotkC = tang-K^^ C08 !S + a) , 

°* V cog i ^ fl ^ 

.„.** = «*c^ £fê±3 

Si Ton joint à tes équations, les équations (A), qui 
serviront dans le cas où Ton connaîtra deux côtés et l'un 

(*) Ces formule», et les précédentes, sont connues sons le nom 
d'analogies de JVeper , parce qu'elles se déduisent des règles données. 
par ce géomètre pour résoudre les triangles sphe'riques ( logarithmo-* 
rum descriptio ). 



DE TRIGONOMÉTRIE. 77 

des angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et 
l'un des côtés opposés aces angles, on. aura tout ce qu'il 
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un Traité com- 
plet de trigonométrie sphérique. En combinant entre 
elles les .diverses formules obtenues successivement, 
on en pourrait déduire beaucoup d'autres d'un usag» 
très-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit; 
dans ce genre , à M. Delambre , des résultats très- 
élégans et très-nombreux, et des applications impor- 
tantes des méthodes approximatives , ou des séries , aux 
cas qui en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque» 

61. En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on ne trouve que les six suivans : 

i°. Connaissant les trois cotés (a, b, c) , trouver 
un défi angles (A). 

' . j_\ y^ sin £ (a+b—c) sin j (â+c— 6) 

agft K sini (b+c—a) sin I (a+b+c) # 

a°. Connaissant les trois angles (A, B, C), trouver 
un des côtés (a). 

ian5, K coï&A+B— C)cosi(^+C— By >' 



(*) An lieu de cette formule et de la précédente, on emploie 
souvent celles-ci.: 



O*^ 






obtenues dans la note de la nage 70, et qui sont analogues à celle 
dont on fait usage pour le cas semblable de la trigonométrie rec* 
illigne (38), 
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3°. Connaissant deux. cotés (b y c) , et T angle com*- 
pris (A), *rouv«r les autres angles (B, C). 



■ ,** . ^ cosJYft — c) .. . * 

t angit/?--C)=i4fe^cot^. 
° v 6in£ (0-f-c) 

ÎPour trouver ensuite le 3 eme côté (a) , voyez la for- 
mule du 6* me cas. 

4°. Connaissant deux angles (b, C) , et le côté com- 
pris (a), trouver les autres côtés (b,c). , 

to Si(«-N) = gfg5§tan g ^ 

tour trduver ensuite le Z emt angle (À) , voyez la for- . 
mule du 5 eme cas. 

5°. Connaissant deux côtés (a, c) et un angle op~ 

posé (C), trouver Vautre angle opposé (A). 

• \ 

. * sin a sm G 

smAzzz — ■ • ' ■ > r é- 



sine 



6 e . Connaissant deux angles (A, C) et un côté op^- 
posé (c) , trouver l'autre côté opposé (a)* 



aincsin^ 

4m à = : — n — i 

tin C 



Pour trouver ensuite, dans ces deux derniers <ia$, 
V angle (B) ci fe côté (b) compris, l'un entre. les côtés, 
ï autre entre les angles , donnés ou calculés , on chan- 
gera dans les formules du 3 em * et du 4* m * % cas,6 en a È 
B en ^ , et réciproquement ; il viendra 
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• •*•.„ l t ~ _l_ ^ ï C0S J(^ ^) fantr * A 

t a ng ï (a-Hc) = co8i( ^ +C) tang ï ft, 

t>ù tout est connu , à l'exception de cot \B et dé 
tang£ b % qui seront parconséquett déterminées. 

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui 
•e trouve sur la page 68 , rien n'est plus aisé que de 
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appli- 
quant, d'après les énoncés ci- dessus 3 les lettres A , 
B, C, a, b f c, aux angles et aux côtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi- 
tion et la soustraction des logarithmes , de Jta manière 
indiquée dans les exemples rapportés au n° 3$ ; seule- 
ment on n'y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonométriques , puisqu'il ne s'agit que d'arcs 
de cercle. 

Lorsque , dans les quatre premiers cas , les cir- 
constances de la question laisseront douter si les arcs 
ou les angles cherchés valent plus ou moins du quadrans 
ou d'un angle droit, on lèvera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des cotangentesdes incon- 
nues (57). Mais dans les deux derniers cas, il peut ar- 
river que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions, et l'on s'en assurera aisément en étudiant la 
manière de construire un angle trièdre , lorsqu'on con- 
naît deux de ses faces et l'inclinaison de l'une d'elles sur 
la troisième , ou bien lorsqu'on connaît les inclinaisons 
de deux faces sur la troisième , et l'angle des arêtes 
qui déterminent lune des premières. Je ne saurais en- 
trer ici dans ces détails (*) ; mais en Voici du moins 
les résultats. 



(*) U faut consulter le Développement nouveau de la partie 
élémentaire de Mathématiques de Bertrand , tom. II, Trigono- 
métrie , section Y. 



c > a 


c > 2*— a 


c < a* — a 


c O> 


c<<z 


C<2*-**t 


c>2*— a 


c^>a 
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i*. Le triangle spfaérîque ne peut exister que d'une 
•eule manière avec les données a, c et C , 

lorsque C = 1» 4 

et il est susceptible de deux formes, 
lorsque C < 1», a< if, 

C>i', c<if, 

C>i», o>i», 

t C<ou>i», a=i». 

2 6 . Avec le*doi?nées^, Cet c, il ne peut avoir qu'une 
forme , 

lorsque c = 1*, 
c > if f 

c>i', 

C<1*, 
C<l', 

et il en a deux quand 

C>1*, 
C< !*, 
c < l', 
C<0U>1*, -rf=i*. ■ 

6â. Pour donner une application de la trigonométrie 
sphérique, je choisirai le problème suivant : connais- 
ï*c.a3. santunangUMSN ,fîg. oS, mesuré dans un plan incliné, 
et les angles que font avec une verticale SS', les côtés SM 
et SN du premier , trouver l'angle M'S'N' formé sur le 
p/a/iM'S'N', horizontal ou perpendiculaire à SS' } parles 
projections M'S' et N'S' 4e* %/ie* MS et NS. 

Lea 



A>K, 
A<K, 


C<A 

C < ni— A 
C > ai— A 
C>A, 


A>K, 
A<i', 
A>i\ 
A<M t 


C>A 
C>&—A 

C < ai— A 
C<A 
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Les trois lignes &S', SMet SN, déterminent un angle 
trièdredontle point S est le sommet , dans lequel on con- 
naîtles trois angles plans MSN > MSS* , NSS'; et puisque 
la droite S S* est perpendiculaire sur le plan N'&M', elle 
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes M'S*, 
N'S^, situées respectivement dans les plans S*SN, S f SM 9 
et formant par conséquent entre elles un angle égal à celui 
qui mesure l'inclinaison de ces plans :1e problème proposé 
revient donc à déterminer cette inclinaison. C'est ainsi 
qu'il se trouve résolu par des opérations graphiques, dans 
Y Essai de géométrie sur les plans et les surfaces , ou Com- 
plément des Elémens de Géométrie , n° 4* • 

Mais on peut obtenir l'angle cherché enle considérant 
comme faisant partie du triangle sphérique BAC, formé 
par les cercles résultans des sections que les trois plans 
MSN, S f SM, S*SN 9 feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S, et dont le rayon serait égal à celui des 
tables. Onadansce triangleks côtés^fjB, AC, BC , qui 
sont les mesures respectives des angles donnés NSS f 9 
MSS*, MSN-, et l'angle demandé est précisément 
l'angle A : il se trouvera donc par la première règle 
du numéro précédent. 

Comme exemple de calcul, je suppose qu'on ait 
observé 

l'angle MSN de 0^,7597 = BC , 
l'angle S*SM de o*,5o i3 = AC, 
l'angle S>SN de o*,654a = AB. 

Ces angles représentant les côtés d'un triangle sphé^ 
rique dont on cherche l'angle A, je fais 

a = 0*7597 , b = o*, 5g 1 3 , c = b' ,654a 9 ^ 

et j'emploie la formule 

Trigonométrie. F 



\ 



8a 
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ïn' A — I ^ sin ï (a+b—c) sinj (a+c—b) 
K sinp suie 



(note, page 77). 

Les arcs£(a-f-* — 0> £(û+c— b) se forment en 
faisant d'abord la demi-somme des trois côtés a , b , 
c, et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren- 
ferment l'angle cherché (38) ; puis on prend les lo- 
garithmes des sinus de ces côtés, les complémens arith- 
métiques des logarithmes des sinus des restes, comme 
le montre l'opération .ci-dessous. 

0^,7597 
o ,5gi3 
o ,654a 



Somme. 
Demi-somme. 



a*,oo5a 

i*,ooa6 
o,59i5 



l',002S 

o ,654» 

,1" reste. cfl^ïiÎL a*"' reste. 0^,3484 

1. sin o^,4 11 ^ = 9 >77.9634o 

l.sin o*,3484 = 917162989 

Compl. arith. du l.sin 0^,59 13 = 0,0964168 

Compl. arith. du l.sin o f ,654a = 0,0674914 

Somme. 19,659841 1 
logsin£^f= 9,8299205, 

çui, dans la table, répond à o*,47a54 = \A\ et 
en doublant cet arc on trouve A = o*,945o8 , ou seu- 
lement -^=±o*,945i, en se bornant à quatre déci- 
males : tel est l'angle M f SN correspondant à la va- 
leur donnée pour l'angle MSN. 
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CHAPITRE III. 

De P application de l'Algèbre à la Géométrie^ 

63. JL/appUCàTION de l'algèbre à la géométrie a d'a- 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie 
pour en déduire des conséquences. C'est ainsi que , dans 
les deux chapitres précédens , je suis parvenu aux prin- 
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de la 
trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit une 
relation entre plusieurs lignes d une grandeur définie , 
peut toujours s'exprimer par. une équation; et toutes les 
transformations qu'on opère sur cette équation , étant 
traduites en langage ordinaire, donnent des énoncés qui 
sont des conséquences du théorème duquel on est parti : 
mais ce point de vue n'offre qu'une très-petite partie do 
ce que doit embrasser l'application de l'algèbre à la géo- 
métrie. Cette branche des mathématiques , considé- 
rée en général, ne se borne pas à la recherche des pro- 
priétés de l'étendue par le moyen des procédés algé- 
briques' ; on y voit encore comment on peut repré- 
senter par ces propriétés tout ce que signifie une 
expression algébrique quelconque , ramener sans cesse 
les constructions des figures aux opérations de calcul , et 
revenir de celles-ci aux premières : c'est ce que montre- 
ront successivement les diverses questions traitées dans 
ce chapitre. 

L'écriture algébrique, si utile pour exprimer les cou- 

F* 
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dirions des problèmes qui regardent les nombres, n'est pas 
moins commode pour ceux qui ont rapport à la géomé- 
trie. Ces derniers peuvent se mettre en équation comme 
les premiers, dès qu'on est parvenu à trouver dans leur 
énoncé la relation des inconnues et des données ; mais il 
faut pour cela appeler à son secours quelques-une» des 
propriétés de l'espèce de grandeurs que Ton considère. 

64. Par exemple , puisqu'un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses trois côtés, son aire doit l'être 
aussi par ce moyen, et l'on peut s,e proposer cette ques- 
tion : 

Connaissant les trois côtés d'un triangle, trouver V ex- 
. pressioh de son aire . 

L'aire d'un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , on voit d'abord que la ques- ' 
tion se réduit à déterminer la hauteur , et en abaissant 
pic !<{• dans le triangle ABC^fig. i4> une perpendiculaire sur le 
côté AC, on forme deux triangles rectangles , qui four- 
nissent des relations entre les côtés AB , BC, la per- v 
pendiculaire BD et les segmens AD et C/>, faits par 
cette perpendiculaire. 

En effet , si on désigne parc, c', c n , les côtés AB , BC, 
AC y du triangle , par t le segment AD et par u la per- 
pendiculaire BD , les triangles rectangles ABD , BDC 
donneront. 






AB—BD + AD, BC z= BD + DC ; 

on observera en outre que dans le premier triangle de 
la Ggure 

DC = AC— AD=zc'— t, 
et dans le second 

DCz=iAD—AC = t— c\ 

En mettant au lieu des lignes les lettrés qui les repfé- 
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k 

•entent , et faisant attention que (c m — 1) % = (c— c*) % , 
on formera, pour l'un et l'autre triangle , les équations 

à*=u*+t* > c'*=zif + (c m -~ty, 

' qui, ne renfermant que deux inconnues t et u , en déter- 
minent les valeurs. 

Si on développe la seconde équation, et qu'on la re-* 
tranche de la première, les termes u* et t* disparaîtront ; 
il viendra 

c* — c'*z=sic m t — c" % (*)', 

- d'où on tirera 

et l'équation c*=u* + t*, donnant 

on «n déduira , par la, substitution de la valeur de t ; 
celle de 



. lt = :±J / /' __ç*— 



!■■ t 



*?\1 



( c »- f .c'* + c ir *) 



■ I . I 



4c" a 

OU-- ■/,..•;,.. • ' '_, r _ - 






On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d'iin triangle quand qn connaît ses trois côtés.; et comme 
l'expression de ^on aire se mesure par la moitié, de sa 
base par sa hauteur , on déduira de ce qui précède l'aire 
d'un triangle*, lorsqu'on connaîtra les trois côtés. 

La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur 
le côté c" du triangle proposé* J'aire de ce triangle sera 

. f <.< ' .j . • - - < <«,. i '.\ i , .'.: 

a 

■ — ^m— ^— ^ mmmmm, , , j i| ■ 

». ' • [."''t!' ... 

(*) Je ferai remarquer que cette équation , mise sous la forme 
if* zzc* xh % c"*---*$'t r présente,, par rapport au eôuf çf, ou BC, 
le théorème du n° 76 des Étémens de Géométrie. 



\ 
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y c"u = i \/4c>c"* — (c*— c* + c" y , 

en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle est l'expression de l'aire d'un triangle par ses 
trois côtés. En la considérant avec attention, il est fa- 
cile de voir qu'elle n'est pas présentée ici sous la forme 
la plus élégante qu'on puisse lui donner, car elle ne pa- 
raît pas symétrique par rapport à chacun des côtés c, c,d f > 
ce qui pourtant devrait être , puisqu'en y changeant ce» 
lettres les unes dans les autres , elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment de là qu'elle peut être ra- 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables 
dés lettres qu'elle renferme ; et l'on atteint ce but en 
observant que la quantité 4c*q'* — (<? — c'*+c" a ) ? > étant 
la différence de deux quarrés , se déedmpose dans les 
facteurs 

sec" +c % +c"»— c"*, acc'— <+—<?*■+<?*, ' 

qui f reviennent à v 

( c + c «y — c'* , — (c— c"Y + -c'* , 

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans : 

c + c'+c", c+c»-—c' y --c+x? — c" > ç' + d' — c; 

> 

on aura donc ( 

■ • — • f * «">■+■* •• '» r- • - ■- • » 

■ i • _.;*..... •■■..•• / 

■ \ V (c+eC-j-c") (c'+cV-c) (c+c'—c') (c-f c'— c"). . 
Maintenant si Ton fait attention que ; 

■ :: " •" " c'-i-c"— c— (c-f-c'+c")— ac" 

et que Ton pose c + </;+€*== a/, on trouvera enfin 
que l'aire "duTnahgle ABC est exprimée par "~ 

et se réduit à • -•--• _ # - - ■- 
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formule aussi remarquable par l'utilité dont elle peut 
être pour, évaluer Taire d'une figure plane quelconque, 
que par sou élégance : elle montre que Y aire d'un triangle 
est exprimée par la racine quarré e du produit dp la> \ 
demi-somme des trois côtés , multipliée par les dijfér 
rences entre cette demir-somme et chacun des côtés.- . 
65. Dans la question précédente , on avait en vue un 
résultat numérique ; quelquefois on cherche des lignes. 

Qu'on se propose, par exemple, «Finscrire tin quarré 
DEGF, dans un triangle ABC , Jig. a4 , il faudra ne. 24, 
supposera question résolue, et chercher ensuite entre 
les Kgnes données, immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré, une relation qui puisse s'exprimer algé- 
briquement. . 

Pour cela on abaissera la perpendiculaire BB, que 
l'on regardera comme connue , puisqu'on sait là mener; 
et comparant , les triangles semblables BAC et BDE % • 
BAH et BÛJ ', on formera les proportions 

AB : BD :: AC ; DE, ; 
AB i BD :; BH : BI % ' 

qui conduisent a 

ac : de :t bu : bl 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con-* 
nues AC-, BÏt , et les lignes inconnues BI, DE ; mais 
BI dépend, dé BE > car BJ=iBH—*JH y et par la défi- 
nition du quarré, IH=DE : désignant donc par a et A, 
les données AC et BH 3 et par x l'inconnue IH ou DE, 
on aura 

a*. x :: b : b — x, 

d'où bx = ab — ax. 

. De cette équation du premier degré , on conclut - 
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x _ ab 
a-f-A" 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à une com- 
mune mesure , ou exprimées en nombres , la formule ci- 
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
«ombre qui exprime la longueur de la droite ÏH \ 
prenant ce nombre sur la droite BH , on aura le point 
/, par lequel il faudra mener la droite DE. 

H n'est pas nécessaire , pour déterminer le point/, de 
recourir aux nombres ,' parce que les opérations indi- 
quées dans l'expression de x peuvent s'effectuer sur les 
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qua- 
trième terme de la proportion suivante : . 

a + b ; ay.blx/' 

et que par conséquent toui se réduit à trouver une 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 

a + b, a et b. 
*. • * 

On regarde en général comme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème , les opéra- 
tions qu'il faut effectuer pour en obtenir. la solution ; on 
peut en conséquence, dans là question précédente , em- 
ployer l'angle droit CHB à la détermination de la qua- 
trième proportionnelle ^trouver, Op portera donc sur 
HC prolongée, . 

i°. HL = a^AC , fl\ LK*=zbv=>BH y 

tirant BK 9 puis menant IL parallèlement à BK, le point 
/, pour lequel on aura 

hk : bl :: BH: m, 

apartiendra au côté DE du quarrç DEGF. 

6G. On peut atteindre de la même manière à des 

questions d'un degré supérieur au premier. 

* < - ■■':,.( 

On sait que diviser iiné ligne en moyenne et extrême 
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raison , c'est la partager de manière que l'un des segmens 
coit moyen proportionnel entre la ligne entière et l'autre 
segment; pour résoudre algébriquement ce problème, 
en désignera la ligne entière par a, le segment inconnu 
par x y l'autre segment sera a— x, et l'on aura 

a i x :: x : a— x> 

d'où l'on conclura 

a* — ax=x*\ 
en résolvant cette équation on en tirera 

% ar = — £a ±: \/a* + ±a*. 

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent 
s'effectuer sur les lignes au moyen du triangle rectangle; 
car a*-f-^a a étant la somme des quarrés des lignes* 

cet£a, le radical l/a* + ia a est l'hypoténuse AC / 
Jig. a5, du triangle rectangle construit sur les côtés* FM,a V 
AB =a, BCzEz^a. Il ne s'agit, pour obtenir les deux 
valeurs de x, que de combiner , par soustraction et par 
addition, la ligne AC avec la ligne BC =ia, ce qui / 

a' effectuera en portant BC de C en D sur AC , et de C 
en D' sur son prolongement; car on aura 

ADz=AC— DC=z\/a*+\a* — \a 3 d'où x=s AD 
AD'=AC+1>C— \/a*+\a* +|a, d'où x= —AU: 

• 

La droite AD rapportée en E t sur AB , par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n Q i3? des 
Élémens de Géométrie; et en mettant sous la forme 

1 a à = ax -f- x* , 

' • < ■ • ■* . • . 

l'équation du problème , on en tire la proportion 

x-\-a : a II a l x, 
qui revient à |t 

AD 1 \AB\\AB\A!D\ ■■ 



\> 
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puisque 

AD'=:AD + aBC=4D + jiB. 

H suit de là, que la ligne Alf est aussi partagée en 
moyenne et extrême raison au point D , et que le plut 
grand segment D& est égal, à la ligne donnée AB. Oo- 
verra plus loin ( 77 ) l'énoncé auquel répondent en 
même tems les deux valeurs de x y et ce que signifia 
le signe — qui affecte la seconde. 

67. Les exemples précédens suffisent pour montrer 
que la résolution algébrique des problèmes déterminée 
de géométrie , présente des circonstances analogues 
à «elle des problèmes relatifs aux nombres. U faut 
d'abord mettre la question en équation, tirer l'expression, 
de l'inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arith- 
métique pour évaluer cette expressjop, il faut effectuer 
«ur les lignes connues des opérations graphiques, corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes ^l-> 
gébriques. Dans la question du n°65, dontFêquation n'é- 
tait que du premier degré , c'est par les lignes propor- 
tionnelles qu'on a déterminé l'inconnue , et pour la ques- 
tion du numéro précédent, dont l'équation montait au 
second degré , on a eu recours à la propriété du triangle 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu'on appelle la 
construction des valeurs de l'inconnue, e,t je vais en 
exposer les principes ,' qui sont communs à toutes let 
questions de ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale , et qu'on aura sour 
vent occasion de vérifier, que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question , etque la quantité 
cherchée est elle-même une ligne ,' son expression ren^ 
ferme toujours un facteur de plus. dans le numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est imposée de termes homogènes entre eux. L'ex- 
£relKon de t,, trouvée dans le numéro 65, remplit 
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cette condition ; son numérateur est le produit de deux 
facteurs, et son dénominateur n'en contient qu'un. 

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel-* 
conque ne contient point de radicaux, on peut , en repré- 
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par des 
lignés , obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres , et seulement en cherchant avec le compas 
' des quatrièmes proportionnelles à des lignes données* 
'Pour lé prouver, il suffira de l'exemple suivant. 

* 

' abc + d? — é*f 

Soit /== — : — j . ■„ — t.; 

cette expression , dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les 
termes du dénominateur n'en ont «que deux, appartient, 
d'après là remarque ci-dessus, à une ligne. Si l'on fait 

, ^ .* abcz=kd\ e 4 /:=#<*S 

gh^Vd, i*=k m d y 

on aura 

l — d(k" + k w ) ~ k'+k m ; 

on obtiendra donc t en cherchant une quatrième propor- 
tiêrinelle aux trois lignes k"-\-k w y k-\~d — k? et d, 
lôrftjue les lignes incorinues/représentées par k, k\ k?> k m 9 
seront déterminées. Les équations posées ci -dessus, 

conduisent à ."_../ 

, abc ub c" ,, e*f ef e 

valeurs qui se forment par les proportions suivantes ? * 



1)3 APPLICATION DE L'ALGÈBRÎ 

JS • t • ^ J • • • ^ m a ^ C _ T. 

cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par 
les ligqes proportionnelles x ça aurç successivement lçs 
longueurs de lignes représentées par 

ab <ibc ef e?f gh ^ ' 

~d* W* d' 7F* "J* d 9 

qui donneront 

r li y K y H. Cl K 9 

tl avec celles-ci on trouvera t. 

On reconnaît sans peine que l'esprit de laanétjiode 
dont je viens de faire usage pour construire une ex- 
pression algébrique, consiste à transformer le numé- 
rateur et le dénominateur de l'expression proposée ,v 
en produits d'un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré , ce qui est toujours possible par les 
moyens que j'ai employés. 

Il y a des cas où cette transformation peut s'effae- 
tuer immédiatement > sans qu'il soit besoin d'y intro- 
duire des indéterminées :' tel est celui de l'expression 

c( a % —b*) 

V.*= a» + b*> 

dont le numérateur équivaut à 

cXa + A) («-*),- 
et dont le dénominateur peut s'écrire ainsi: 



i f 
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|/a» + 6» X \/c? + b* : 
il vient alors ^ 

t _ (g— &) (g+^)g . 
ce qui s'obtient par les proportions 

>/F+^:a + &::c:ii±%, 

V/a a + £ a 

'y/TF+Pi a-b :: S^L . («-»)(«+»)* m 

Va*+b* [/a* + b*\/a*-j-b*' 

Le radical employé dans ce calcul se construit facile- 
ment, car il exprime l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et b. ■ • 

69. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les 
moyens de construire la racine quarrée d'une Quantité 
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est 
évident , lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, on 

a'danscecas, \/a*-+-b % et {/a 1 — b*\ l'une de ces 
expressions peut être regardée comme l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont a et b , et l'autre 
comme l'un des côtés adjacens à l'angle droit , dans un 
triangle de même nature , dont l'hypoténuse serait a , 
et le troisième côté b. 

On construira/par une suite de ces triangles, l'expres- 
sion \/a*+b*-j-c*+d z : ayant obtenu d'abord ^ a* + 6*, 
* on représentera cette ligne par a , ce qui donnera 

a a + £ a = *S 

«t la quantité proposée deviendra 

en construira le radical \S a? -f~ <? comme le précédent; 
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et nommant £ le résultat de cette opération, on aura 

il ne restera plus qu'à trouver {/*&* + d a , ce qui se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont fi et d. Il est facile d'étendre ce procédé au ca* 
où le radical à construire contiendrait un nombre quel- 
conque de quarrés. 

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dan» 
l'extraction des racines quarrées. On sait que la per- 
pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pro- 
' portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 

(Géom. i3o) ; on obtiendra donc }/.ab en prenant, 

na.i6.jîg m a6,*^P=a, BP=b\ et sur la somme AB de 

ces deux lignes , comme diamètre , décrivant un cercle , 

la perpendiculaire PM, élevée sur le point P , étant 

moyenne proportionnelle entre AP et BP sera j/a£. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et 6, en prenant la 
plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle , 
et portant l'autre de A en P ; élevant ensuite l'ordonnée 
PM t et tirant la corde AM , oh aura la moyenne pro- 
portionnelle demandée (fiéom. i3i). 

A l'aide de ces méthodes, on construira tous les 
radicaux du second degré, quelle que soit la quantité 
qu'ils renferment. Soit pour exemple 



\s. 



S 

def 
on fera bc=ak, -J-. = a k'', l'expression pro-= 

posée deviendra 
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et pour l'obtenir , il suffira de prendre une moyenne pro- 
portionnelle entre deux lignes, respectivement égales à 
a -f- k — k' et a : il est d'ailleurs évident que les quantités 
k et k' se détermineront par les lignes proportionnelles, 
d'après ce qui a été dit , n° 68, puisque les équations 
dont elles dépendent donnent 

* = *£, *' = *£; 

a ag 

•t conduisent par conséquent à ces proportions : 

a : b :: c : k t 

a o j a ag 

71. La quantité que l'on se propose de construira 
pourrait ne pas être homogène \ mais cela n'arrivera que 
lorsqu'on aura fait quelques lignes égales à l'unité, où que 
l'on aura représenté un nombre par une lettre , ou une 
ligne par un nombre ; et les méthodes indiquées ci-dessus 
ne seront pas arrêtées par cette circonstance , pourvu 
qu'on fasse reparaître , dans tous les termes où elle devait 
se trouver , et avec des exposans convenables, la ligne 
prise pour unité. 

Si Ton avait Xf a + jT> et 9 ue ^ on 8ut P ar énon- 
cé de la question qui aurait conduit à cette expression „ 
qu'elle doit appartenir à une ligne , on verrait que 
chacun des termes compris sous le radical devrait être 
du second degré , et que par conséquent en désignant 

bcn 
l'unité par n , il faudrait écrire an au lieu de a, et —jr 

bc 
eu lieu de -7j, ce qui ne change rien à la grandeur ab- 

CL 

solue de ces quantités, puisque n 7= 1 = rc 3 , et en général 
fi m =z laquelle que soit m. On aurait de cette manière 
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V m +~ar=\S n ( a + bj f)> 

qui se construirait facilement. 

J'observerai que , d'après ce qui précède , on 
pourrait extraire , par une opération graphique , la ra-* 
cinequarrée d'un nombre quelconque, en prenant une 
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont l'une 
représenterait l'unité , et F autre aurait avec celle-ci le 

rapport marqué par le nombre proposé. l/£»P ar exem- 
ple , s'obtiendrait en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes , dont une serait les | de l'autre , 

puisque v/f=V /l X|. 

72. Rien n'est plus facile maintenant que de cons- 
truire l'expression des racines de l'équation du second 
degré x a — ax=b a , qui peut représenter toutes celles 
de ce degré. En effet, en tirant la valeur de a?, on a 

il ne s'agit que de construire le radical \/j a* +i a (69), 
et de prendre ensuite la somme et la différence du ré- 
sultat et de la ligne - a , pour obtenir la grandeur de 
chacune des racines de la proposée, 

Si cette équation était ,de la forme o^— ax = — £% 
on aurait 



x-=\a±\/\" % —fr\ 



sa construction* , dans ce cas, ne différerait de celle du 
précédent, qu'en ce que le radical serait exprimé par 
l'un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, au 
lieu de l'être par l'hypoténuse , et que ce triangle ces- 
serait d'exister si l'on avait \a<£b y parce qu'alprs ayant 
ne 27» P r i s sur ^ un ^ e9 c ^ tes d'un angle droit ABC ,Jig. 27, 
une grandeur AB=b, le cercle DE> décrit du point A 

comme 
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comme centre, avec un rayon qui serait moindre que AB, 
n'atteindrait pas l'autre côté BC. Cette circonstance 
s'accorde avec la théorie des équations du second de- 
gré, qui donne des racines imaginaires pour le cas dont 
il s'agit. 

On pourra appliquer ce qui précède à la question sui- 
vante : Ktant donnée la somme ou la différence des deux 
côtés contigus d'un rectangle et son aire, construire ce 
rectangle. 

En effet , soient b* la surface du rectangle demandé , 
/zla somme ou la différence de ses côtés contigus, et .r l'un 
d'eux; l'autre sera exprimé par a — x dans le premier 
casj et par a + a; dans le second; la surface sera 
{a— x)x pourrie premier cas, et (a-f-aO x pour le se- 
cond.; ensorte qu'on aura ces deux équations : 

ax — x a =£*, ax + x* =b 2 , 

lesquelles , étant' résolues , donneront des valeurs de x 
constructibles par la méthode précédente. 

73. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équations 
du second degré pour en trouver graphiquement les ra^ 
cines ; on lès obtient immédiatement par les propriétés 
des lignes proportionnelles considérées dans le cercle. 

L'équation x* -f- ûx= b % étant mise sous la forme 

6e rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d'un même point ifiéom, 128) ; car si on dé- 
crit ,fig. 28 , sur unrayon BC= {a un cercle , qu'on lui pj Q , 3 8. 
mène une tangente AB dont la longueur soit b, et que par 
les points A et C on tire une sécante AC > en nommant x 
la ligne AD , on aura évidemment 

AD f =AD + DLf = AD + *BC =x + a, 

Trigonométrie. G 



\ 
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et la propriété citée plus haut ^donnant ADxAiy=.AB , 

il en résultera 

x {x + à) = b* , m 

ce qui est l'équation proposée. 

Si Ton avait x* — ax=b*, il faudrait faire x^.ALf % 
on aurait alors 

AD=zx-— a 9 et x(x— a)=i*. 

La construction présente , n'étant sujette à aucune 
exception , montre que tant que 6 a sera positif dans 
le second membre, en même temps que x 2 Test dans le* 
premier , les racines de l'équation proposée seront tou- 
jours réelles. 

L'équation jt a — *ax= — ft a se change en ax— afczi 4 , 
et peut alors s'écrire ainsi : 

x (a — x) = b*. 

Sous cette dernière forme «lie se rapporte à la propriété 
des cordes qui se coupent dans le cercle ; car si Ton 
ric.ag. décrit sur un diamètre AB=za >Jig. 29, un cercle, 
qu'on élève au point A une perpendiculaire AC = b , 
qu'on tire ensuite CM parallèle à AB , et que par les 
points M et M' , où CM rencontre le cercle, on abaisse 
sur AB f les perpendiculaires PM et P M* ', on aura 



APXBP^ AP (AB—AP) = PM , 
ou 

AP(a—AP) = b*, 

puis 



^P 7 X BP' = AP{AB—AP) =P'M' , 
on 

AP{a — J/P') = ft a : 

d'où on voit qu'en prenant successivement pour x les 
droites AP et -^P' , on retombera sur l'équation proposé* 

ax — x 3 = fr*, 
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<A (Jue par Conséquent les droites ^P et ÀP \ obtenues 
jpar les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'in- 
connue x. 

* 

II est visible que quand ÀC surpassera le rayon du 
fcercle ou ~a, la droite CM ne rencontrera plus le cercle 
et ne fournira par conséquent aucune détermination ; 
niais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l'équation a? +ax =— • i* ne diffèrent 
de celles de l'équation x*^-*-ax = — *»è a , que parce 
qu'elles sont affectées du signe » — ; mais leur grandeur 
s'obtiendra toujours par la construction que je viens 
d'indiquer. 

74- Dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie, le 
signe — s'interprète en général comme à l'égard des 
nombres > en renversant d'une certaine manière l'énoncé 
de la question , ou en prenant les lignes qui en sont affec- 
/tées y dans un sens contraire à celui où on les avait sup- 
posées d'abord. 

Avant d'aller plus loin, je dois rappeler que les quan~ 
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s'effectuer dans l'ordre où elles sont indi- 
quées, parce que la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que cell^ dont on doit la retrancher. On recon- 
naît par cette circonstance qu'il y avait erreur dans l'é- 
noncé de la question , ou au moins dans son application 
au cas particulier que l'on a eu en vue; et en redressant 
ce.tte erreur , c'est-à-dire en modifiant l'énoncé de ma* 
nière à rendre possible la soustraction qui n'a pu s'exécu- 
ter, on parvientà un résultat positif; mais pour certaines 
questions, pour toutes celles quimènentà d^s équationsdu 
premier degré, par exemple, on n'a pas besoin de prendre 
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le ren- 
versement dont l'énoncé est susceptible ; et les valeurs né- 

s G» 
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gatives, employées conformément auxrègles établiespour 
effectuer les opérations sur les quantités affectées du 
signe — , satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
sont positives : c'est pour cela que les Géomètres récens 
ont changé la dénomination de racines fausses , qu'on 
donnait autrefois aux racines négatiyes des équations. 

C'est donc aussi par la soustraction que Ton doit expli- 
quer, sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
que l'Algèbradonne à certaines lignes; et pour soustraire 
une ligne d'une autre, il suffit de porter la première sur la 
seconde ; à partir de l'une des extrémités de celle-ci : mais 
il y a , sur cette opération graphique , quelques observa- 
tions à faire, qui tiennent à la manière dont les lignes se 
décrivent. 

tîg 3o. 5 j t Sabord CD ,fig. 3o , la ligne à soustraire de AB\ 
comme lapremière est moindre que la seconde, en portant 
cette première de B en c, leur différence Ac sera placée à 
la droite du point A ; mais si l'on avaità retrancher Ciy \ 
plus grande que AB y et qu'on portât toujours s\xrAB i à 
partir de la même extrémité B , la ligne à retrancher , la 
différence des deux droites proposées serait marquée en 
Ac\ sur le prolongement dé^^,et serait placée à gauche 
du point A, c'est-à-diré d'un côté opposé au résultat Ac 
de la première opération : c'est à ce changement de si- 
tuation que répond le signe — . 

Il semblerait, au premier coup-d'œil, que l'on devrait 
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes CD' et 
AB, en portant la plus petite sur la plus grande, car c'est 
ce que l'on fait sur les nombres , lorsqu'on ôte le plus 
petk du plus grand; mais il faut observer, à l'égard des 
ligues , qu elles sont en général employées à marquer 
des distances à un certain point auquel on en apporte 
d'autres , et qu'on regarde comme fixe ; elles prennent 
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leur accroissement par l'extrémité opposée à ce point , 
et alors la soustraction, qui, par sa nature, est inverse de 
l'addition de laquelle résultent en général les accroisse- 
mens, doit s'opérer aussi en sens inverse de celle-là, et par 
conséquent en allant vers le côté où les lignes diminuent. 
De là vient que si le point A sur la droite AB est le point 
fixe dont je parle , la soustraction de CD ou de CD' 
doit s'opérer à partir du point B, La continuité des lignes" 
et la possibilité de les prolonger indéfiniment dans les deux . 
sens, donne à leur égard le moyen d'opérer, comme on 
vient de le voir , la soustraction de la même manière ,- 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus grande 
des deux. Voici un problème fort simple qui confirmera 
ce qu'on vient de lire. 

' 75. Mener dans un triangle donné ABC, fig. 3i , ric.3i. 
parallèlement au côfé AC, une ligne DE qui soit égale à 
une ligne donnée MN, 

Les côtés du triangle étant donnés, Je ferai 

ABz=za % AC=b, MN=c\ 

et ) éprendrai pour inconnue la distance AD } parce que 
la position d'une ligne parallèle à une ligne donnée , 
est déterminée par un seul de ses points. En faisant 
AD =o: , i'aurai BD -=ia — x y et les triangles sem- 
blables BAC et BDE donneront 

AB : ac ;: bd\ de > 

ou 
donc 



al à 


• * 

• « 


>?■• 


— X # c \ 




ah 
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bx 


• 




ab 


b 


ac 


~~ b 


4 



La valeur de x se construit (G8) , en retranchant de 
AC = b > la droite CF~ c , puis tirant FD parallèle à 



s 
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CB ; car la similitude des triangles ABC, AFD , four* 
nit cette proportion : 

AC\ AB li AF: AD 

b 

Si la ligne MN devenait plus grande que AC y elle ne 
pourrait plus trouver place dans l'intérieur du triangle 
ABC , il faudrait prolonger les côtés AB et AC\ maia 
alors le point D passerait enZ>' de l'autre côté du point 
. A , et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la 
construction. 

En effet, si l'on a M'N'^AC, il en résultera c>i* 
la quantité &— *c sera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soustraction des lignés, comme il a été indiqué* 
dans le numéro précédent, le point Fpassera en F / , etl^ 
ligne F f D f t menée par le point F* parallèlement à BC, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté AB enD'. 

j6. En général , toutes les fois qu'il s'agit de distances 
rapportées àun point fixe et comptées sufune même lign e, 
ou sur des lignes parallèles , celles' qui sont affectées du 
signt — doivent se prendre dans un sens opposé à celles, 
qui sont affectées du signe +. 

En effet, si Ton considère la situation respective de 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par c + ô et a~+c , il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est b + c , puis- 
que a -f- b — < (a — c) = b -+- c , et pour les placer de 
cette manière par rapporta une droite quelconque A f B' y 
rie^3a- Jig. 3a, il faut tirer d'abord, soit d'un côté , soit de 
l'autre de cette ligne, à une distance ~AA f —a, une pa- 
rallèle AB , puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèles à celles-ci, l'une QM> en dehors des premières et à 
une distance AQ —b, l'autre Q'M', endedanset aune 
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distance AQ' = c. Par ce moyen , tous les points , telt 
que M et M ', placés aux rencontres des dernières pa- 
rallèles et d une perpendiculaire à la ligne A B? % auront 
entre eux la distance exigée , et se trouveront dans une 
situation opposée par rapport à la parallèle intermédiaire 
AB , de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar- 
qués par +6 et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient 
tous deux du même côté 4* AB , si leurs distances à la 
ligne A'B r étaient exprimées par a -J- b et a -f- c , parc» 
qu'alors leur distance mutuelle serait b — c. 

C'est ainsi que les sinus, qui sont les distances des ex- 
trémités des arcs au diamètre AA^fig. iq, et les cosinus ne. 10. 
qui sont les distances au diamètre BB' \ changent de 
signe en passant d'un côté àl'autre de ces diamètres (25). 
La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre A A, 
et par la même raison. 

77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 
médiatement à la sécante, parce que sa direction change 
à chaque instant : cependant elle n'en a pas moins un 
signe propre à ses diverses situations , et qui se tire de son 

expression analytique séca = ; mais ce n'est, en 

général , que par rapport aux lignes qui conservent Ta 
même direction , que le changement de signe répond 
toujours immédiatement au changement de< côté (*) . 

Les droites AD et AD', Jig. a5 , qui représentent les ttg. î3. 



(*) On peut, ce me semble , donner une explication assez naturelle 
des changemens de signe de la sécante, en observant que cette ligne 
prend réellement une situation opposée , lorsqu'elle atteint la tan* 
gente par l'extrémité oppo sjje a celle où elle y arrivait d'abord. En 
effet , dans les arcs BA e^t'B', pour lesquels l'expression analy- 
tique do la sécante est négative, ce n'est plus, le rayon CM qui at- 
teint lu tangente lYA', mais le tayon oppoie'. 



v 
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racines de l'équation du second degré a*~ax =± x* (66), 
quoique appartenantes à des valeurs de signes différent 
ne sont pas opposées ; mais s'il s'agissait de les appliquer 
à la solution d'un problème où elles seraient considérées 
comme des distances à un point fixe , mesurées sur une 
ligne de direction constante , il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point, d'après la règle du n* 76. 

En effet, le problème du n° #6 > par exemple, peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB = a, un point E, tel que 
sa distance AE au point A, soit moyenne proportion- 
nelle entre sa distance à l'autre extrémité B et la ligne 
entière AB. Les deux valeurs de l'inconnue étant' alors 
AD et AD', la dernière, qui se trouve affectée du 
signe- — , doit être portée en AE\ au-delà du point A , 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier; car la valeur de AD f répondant à - — a: dans 
l'équation a a — ax~x* , vérifie l'équation a*-f-ax=ar l , 
qui résulte du changement de +x en — *x\ et cette 
dernière équation fournit la proportion 

j ■ 

a ™ i - x x t « x m a ^ 

qui revient à 
AB + AE' , ou BÉ : AEf \\.AE'\ AB. 

Le problème suivant est encore très-propre à faire 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu- 
tions qu'offre une même équation. 

fîg. 33. 78. Par un point E , fig. 33 , placé comme on voudra , 
à l'égard de deux droites AB et AC , perpendiculaires 
entre elles , mener une droite de manière que la partie 
D'F' de cette droite, interceptée entre les deux lignes 
proposées , soit d'une grandeur donnée m. 

Pourconnaître la position de la b'gne D'F', déjà assu- 
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jétie à passer par le point donné E, il ne faut qu'en dé- 
terminer un autre point , qu'on peut choisir comme on 
voudra j je prendrai pour cela AD', et puisque le point 
E est donné , je supposerai connues les lignes GE et 
BE , menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC : je ferai en conséquence 

GE=ia, HE=b 9 AD'=zy. 

Cela posé , les triangles semblables EGD' et F'AL/ 
donnent 

GD' : GE :: AD' : AF' ; 

mais 

GD'=:AD'—AG=AD f —HEz=y~-b; 



donc 



blall yl AF'—-^r. 



Le triangle F' AD' étant rectangle en^, fournit l'équa- 
tion 



AV + AF' = UF f , 

qui , par la substitution des valeurs de AD', AF f et 
D'F\ devient 

J (y—i>Y 

et 

yi _ 2 by 3 -f-( i 3 -f a a — 7n a )y> +Qbmy—b*m*=o ( i ) , 

lorsqu'elle est développée et ordonnée. 

Cette équation monte au quatrième degré , parce que 
la question proposée a , en général , quatre solutions. On 
voit en effet par l'inspection de la figure que l'on peut 
remplir de quatre manières différentes les conditions du 
problème proposé , savoir : • 

Parles deux lignes D'F' et D n F" y menées dansl'angla 
droit BAC y où se trouve placé le point E \ 
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Puis par les deux lignes D»F" et D" U F'", menées 
daus les angles CAB' et BAC \ adjacens à l'angle BAC* 

Il n'est pas difficile de voir que les solutions de l'angle 
ZL^Cpeuvent devenir impossibles, lorsque la grandeur/» 
est au-dessous d'une certaine limite qui dépend de la posi- 
tion du point E } àl'égard des droites AB et AC, mais que 
les deux autres solutions seront toujours réelles; car les 
lignes F"D W et F^'D*" , peuvent passer par le point A r 
ce qui les rendrait nulles , ou devenir parallèle* , l'une 
à AB, l'autre a ,AC, et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simpli- 
fierait A sans perdre aucune de ses solutions , si on pre-* 
nait le point E à égale distance des droites AC et AB\ 
car il suffirait alors de connaître une de celles de l'angle 
BAC et une des deux autres , pour les obtenir toute» 
les quatre. 

Si on savait mener D'F*, par exemple, on en conclu- 
rait Z^'F", en prenant AF"-=. AD\ à cause que le point 
E serait semblablement placé à l'égard des deux droite» 
AC et AB ; et on déduirait , par la même raison % 
D""F"° de ZW, en prenant AF""—Air. 

D'après cette remarque, je ferai GE^=.HE X ou a=b \ 
et l'équation proposée deviendra 

y*— aay 3 +2ay— m a (y a — 2fly-rf-a a ) = o. . . .(2). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente ; mais la 
relation observée ci-dessus , entre les diverses solutions^ 
va mettre* la chose en évidence. 

Les triangles D'A F' et D" AF" , D'*AF w et D""AF"\ 
étant égaux, il s' ensuit que les angles Z}'Fj4 et D"F"A % 
ITF'A et D""F""A , sont complémens l'un de l'autre, 
et que par conséquent, dès que Ton connaîtra, les angles 
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VF' A y D m F"A i on aura les deux autres, et toute» le» 
solutions delà question seront connues , Mais puisqu'on 
n a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement, il est avantageux de déterminer l'angle que la 
.droite , comprise entre les lignes AB ejt AC , doit faire 
avec Tune de ces lignes, avec AB , par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle , le 
triangle D'EG montre que 

tangP' J P'^=tan S Z?'£G= Çg = rf=^^. 

GK a a 

Si on fait ■*- =z, on aura 

a ' 

y — az + a, 

et substituant cette valeur dan* l'équation (2) , il vien-* 
dra , après les réductions , 

a i z 4 + 2 a*z 3 + (aa*— * a a /7i a ) s a + aa 4 z -f- a 4 = o , 
ou g* + 2a 3 +. ^— m ^ 2*+^+ x —o. (3) 

. Il est maintenant visible que si la quantité z satisfait à 

cette équation , la quantité -7 y satisfera pareille^ 

z 

ment (*) *, et en l'écrivant ainsi : 

Z* + 2Z 3 + 2£ a + 2Z -f- 1 = — -■ z* , 



a a 



on reconnaît saris peine qu'en ajourant z a à chaque 
membre , le premier devient un quarré parfait , 

z 4 + qz 3 + zz* -f- 24+ 1 -f- z« = (s a 4. *-f- i) a : 



(*) Cette équation est de celles qu'on nomme réciproques. On 
trouve dans le Complément des Elémens d'Algèbre (43) la nianière- 
de les abaisser autant qu'il est possible ; et par la transformation 
indiquée dans l'endroit cite, la proposée se réduit sur-le-cbamn au 
fecond degré. 
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on a donc 



d'où 



a % 



z* 



ce qui revient, à 

.. , a ^Vyï+a* _ , 

2 -f- ————— £ -f- 1 = O. 

a 

Cette équation doit être considérée comme équivalente à 
deux équations du second degré , à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second terme est 

susceptible; et faisant, pour abréger, ^m*-j-a* — n, 
elle donne successivement 

a» -f. , a + 1 = o , 

a 

«* 4- — ï — z+i = 0' 

Si on désigne par z\ z n , les deux racines de la pre- 
mière , et par a*,»**," celle de la seconde, on aura, en 
vertu du dernier terme égal à l'unité, 

et comme a exprime la tangente d un angle , prise pour 
un rayon =3 1 , il s'ensuit que les valeurs z' et z u appar- 
tiennent à deux angles complémens l'un de l'autre , et 
qu'il en est de même de z m et z"" (9) , conformément à la 
remarque qui termine la page 106. 

En résolvant les équations ci-dessus, il vient, par la 
première, 

aa aa v 
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par la deuxième , 

mais 

\/{a— n y— 4a*= \/(n+a)(n—3à) , 

\/(a+ny—4a*=z \/ {nr— à)(n+3à) ; 

et puisque n == x/rrf + a? surpasse nécessairement a; 
on yoit que les deux dernières valeurs de z, seront 
toujours réelles, tandis que les deux premières devien- 
dront imaginaires lorsqu'on aura ji<3a. 

Avant de parvenir à ce terme, les mêmes valeurs 
deviendront égales si n = 3a , c'est - à - dire si 

\/m % + a a = 3a; et faisant évanouir les radicaux, 
il vient 

m a -f- ^ = qa* : 
ou 

m a = 8« a , ou m = ^80* = 2a\/z , 

ce qui prouve qu'on ne pourra mener dans l'angle BAC, 
par le point E , aucune droite moindre que 2a y 2. 

La quantité n étant alors ^/8a a -f- a a = 3a , les 
deux premières valeurs de z deviennent égales à i, 

et les deux autres sont — 2±.\/3; il suit de là 
que les deux lignes UF f et D^F" se confondent, en 
faisant avec AB un angle de o*,5. 
Dans le cas général , si l'on fait 

* _^__^_^ * 

l/( a — ny—4<? = \/(n+à)(n— 3a) =p 
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il viendra > pour les quatre valeurs de z , 



2a 2a 






=■ m — > * =B - - ' — ~ — 



2a sa 



Connaissant les tangentes z' y z", z m , z"", on en con- 
clura les valeurs de y , au .moyen de l'équation 

y = a* + a (P^ 8 10 7)* 
Ces valeurs seront respectivement 

2 ' 2 

-r- — . * t û — ' 



AD 

2 ' 2 

2 2 

XD"= _ f±2±i + a = a - n - q : 

2 2. 

Elles se construiront aisément , car la quantité n est 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les- côtés sont 
aeim, les lignes p et q s'obtiennent aussi par les 
triangles rectangles (69) , ou par les moyennes pro- 
portionnelles ( 70 ) ; et lorsqu'on aura les longueurs 
des quatre droites ci-dessus, lés points D\ D" } D w , 
D"", seront donnés (*). 



(*) Si on compare l'analyse que je viens de faire des diverses 
circonstances de la question ci-dessus, avec celle que l'on trouve 
dans rAlgcbre.de Bezout (3 e vol. du Cours à l'usage de ta marine, 
édition de 1781 , pag. 334 ) y on ver ra combien cette dernière est 
incomplète et fautive ; elle n'indique que les deux solutions repré- 
sentées par les lignes D'F et D"F W . 
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79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que 
doit faire avec AB y la droite demandée , on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K y milieu de la ligne D'F\ pour en con^ 
dure L/E. En faisant EK = x , et posant, pour abréger, 

F'K = &K = ™ = /, on aurait eu 

a 

D' Ez=jy K+EK=I+x , F'E=F'K—EK=l—x; 

et les triangles semblables D'GE , EHF' auraient 
donné 

D'ElEGllEF' : F' H, 

ce qui revient à 

i+x : a :: /— x : v/(/— *)* — <?, 

d'où on aurait déduit l'équation 

<z(Z— x) = (/+*) v/(/— x) a — a a , 

qih' , par l'élévation au quarré et le développement , 
serait devenue 

et pouvant la résoudre comme celle du second degré , 
on en aurait tiré d'abor^ 

a*=/ a -f a a ± S/cfi+^P, 
puis * 

x=± Vp+c? ±. V <* + 40^=^: ^+^±«1/5+4?, 

expressions faciles à construire , d'après ce qu'on a vu 
dans les numéros 69 et 70. 

Cette solution, bien remarquable par son élégance, 
est tirée de l'arithmétique universelle de Newton , qui 
l'a donnée pour montrer comment un heureux choix d'iri- 



lia ÀPPLÎCÀÏIOl* DE l'algèbre 

connues simplifie la solution d'un problème. Celui qu'il a 
fait , dans la question qui m'occupe , lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne 
peut avoir que deux grandeurs différentes , Tune relative 
aux deux solutions D'I? et D"F* \ et l'autre aux solu- 
tions D m F a et D""F"" } et que par conséquent «es quatre 
valeurs doivent être égales deux à deux , et ne peuvent 
différer que parle signe. Je conclurai de là que, pour 
se déterminer dans le choix de l'inconnue, il faut cher- 
cher celle qui, dans les diverses circonstances que peut 
offrir la question , subit le moins de changemens. 

80. Le petit nombre de questions résolues précédem- 
ment, suffit pour montrer comment l'Algèbre peut s'appli- 
quer à la solution des problèmes. On a dû reconnaître par 
ces exemples, que les circonstances relatives à la situation 
des lignes, peuvent toujours être déduites de la considé- 
ration des triangles , et , moyennant les propriétés de 
ces figures, s'exprimer algébriquement. L'art de former 
les triangles dont il s'agit, et qui résultent , soit expli- 
citement, soit implicitement, des conditions du problème 
proposé , ne peut , comme la facilité de mettre en équa- 
tion les problèmes numériques , s'acquérir que par l'ha- 
bitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède, ne se rapportent qu'à des lignes, parce que les 
problèmes qui les ont amenées n'ont pour but que la dé- 
termination des lignes ; et c'est ce qui arrive le plus sou- 



(*) L'arithmétique universelle de J\ r ewton contient une col • 
lection de problèmes , aussi précieuse par l'élégance des solutions 
que par la variété des énoncés ; la Géométrie de position , par 
Carnot, en renferme de très-intéressans, et qui conduisent h des 
propriétés de l'étendue très-remarquables. La lecture de ces ouvrages, 
et de ceux de Thomas Simpson, sera très-utile aux personnes qui 
vpudront s'exercer à la résolution des questions. 



vent 



A LA GÉOMÉTRIE» n5 

Venf , puisque la détermination des Egares se réduit tou- 
jours a celle de leorg dimensions. Cependant il peut se pré- 
senter quelque cas où l'on cherche immédiatement une 
vire ou un volume; l'expression à laquelle on arrive doit , 
si elle est homogène , avoir dans le premier cas , à chaque 
terme de son numérateur, deux facteurs de plus qu'à ceux 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. 

Par exemple , l'expression 

ab*c~a 3 d + d* 

c a + ad ,. 

peut désigner une aire , et l'expression 

a y + &<* — d\ 
a+ + M 
un volume. 

Construire ces expressions c'est faire un rectangle dont 
l'aire soit équivalente à la première , et un parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se- 
conde ; et pour cela on prépare , par l'artifice analytique 
du n° 68, la première formule, de manière qu'elle se ré* 
duise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma- 
nière qu'elle devienne un produit de trois facteurs. 

En effet y si on prend 

ab*c = m 5 k, a 3 J = m 3 A', d^mPk", 
f =s mk", ad = mli"" , 

là quantité m demeurera arbitraire , les quantité* 
k , k% k" t k", k n " 9 se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles, et on aura 

afrc — g*d + d i _ m 3 ft— m?k f + m 3 k" 
c* + ad "~ mk m +mk"" 
_ m^k—k'+k " ) _ mtk-k'+h!') . 



jp+jk"-— m * — ~W+k 



nu 



Trigonométrie* H 
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résultat qui peut être regardé comme Taire d'unrectangle 
dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne 
représentée par la formule 

m(ft — y+ft*) 

tr+k" ■ 

Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à Tune des quantités employées 
dans l'expression à construire, ou bien à l'unité, si 
l'on en a choisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie 
lorsqu'on prend m = a\ il vient alors 

b*cz=a*k, d—v: d* = aW, 
<*z=ak m , d=k'", ; 

ab*c — a 3 d 4- d* _ a*(ft — d +k") 
et '& + ^d — a(k w +d) 

a(k—d + lQ 

- — ax a(k» + d) • 

Ce procédé s'applique facilement à la seconde expres- 
sion proposée 

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité arbi- 
traire m y on fera 

b V = a*k , # = aW, É* = a*k\ 

et il viendra 

a 4 + M -^ at + rfk* 



a 6 (* + k-k') _ >w c(q+t— y) 



.0 



La dernière formule peut être évidemment prise pour le 
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volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quarré construit sur la ligne a, et dont la hauteur est 
la ligne représentée par la formule 

* a (a+k — k') 

a+k* ' 

81. L'Algèbre sert non-seulement à trouver la gran- 
deur des lignes et des parties de l'étendue, comparées les 
unes aux autres, mais elle fournit encore le moyen de déter- 
miner les figures qu'affectent ces lignes , et en général les 
formes de l'espace. Descartes, en remarquant le premier 
que ces figures et ces formes établissent des relations de 
grandeur entre des droites , "est parvenu à appliquer l'Al- 
gèbre à la théorie des lignes en général; et par cette dé- 
couverte , les Mathématiques ont entièrement changé 
de face. 

Si l'on conçoit , par exemple , que de tous les points 
d'une ligne quelconque DE,fig. 34, on ait abaissé «<*• H*. 
des perpendiculaires PM, P r M\ P"M" , etc. sur une 
ligne droite AB , donnée de position , et qu'à partir d'un 
point A y pis à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les 
distances AP, AP', AP'\ etc. chacune de ces distances, 
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées 
entre elles de manière que Tune se conclura nécessaire- 
ment de l'autre. En effet, quand la grandeur de AP 
sera fixée , la rencontre de la courbe DE avec la perpen- 
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB , donnera 
la grandeur de PM \ et quand on aura cette grandeur 9 
que je supposerai représentée par ab, on obtiendra 
AP , en^ prenant sur AC , perpendiculaire à AB , une 
partie AQ =z ab , et en menant ensuite la droite 
QM parallèle à AB , qui rencontrera la ligne DE 
'' dans un point M, pour lequel on aura nécessairement 
PM=ab. 

Ha 
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Rien n'empêche d'imaginer que les lignes AP , PM t 
«oient rapporté esà wne ligne commune, prise pour unité, 
et que , sous ce point die vue, elles ne soient représentée* 
par des nombres ou par des lettres. Si la relation <gtri est 
entre AP etPM, entre AP' et P'M' r , etc. peut être ex- 
primée par une équation algébrique, cette équation ca- 
ractérisera la ligne DE y et pourra en faire connaître suc- 
cessivement tous les points ; c'est ce qu'on ya voir sur 
deux exemples très-simples* 

pic. 35.. 82. Je prends pour le premier la droite AE ,Jig. 35, 
menée, par le point A ; toutes les perpendiculaires PM % 
P'M* } P"M ", etc. abaissées de chacun de ses points sur 
la ligne AB , détermineront une suite de triangles APM f 
AJ?M' % AP u M' r > etc. tous semblables entre eux, et qui 
donneront 

4P :pm:: ap' : p'M' :: AP" : P"M\ etc. 

ou , ce qui revient au même , 

PM _ P , M ' _P'M* 

AP ~~ "AW ~ "IF 



= JTih 't «tC, 



La relation de toutes les distances AP aux perpendi- 
culaires PM est ici bien facile à saisir ; elle consiste dans 
le rapp )rt constant que chacune des premières a avec 
celle des secondes qui lui correspond ; et si l'on désigne 
ce rapport par a % on aura - 

PM=aXAP, P'M'=axAP' ) P n M lt =aXAP lf i etc. 

Toutes ces équations , qui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE , peuvent être comprises 
dans une seule , en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A , quelle qu'elle soit, para?, 
et en représentant la perpendiculaire elle-même par y ; 
car on aura alors y =a^c. Cette équation, qui renferme 
deux inconnues , x, y , ne peut donner la valeur qu« 
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i*une seule, et cela après que l'on a fixé arbitrairement la 
valeur de l'autre : lorsqu'on assigne à x une valeur quel- 
conque AP y y prend la valeur correspondante PM. Si 
Ton a , par exemple , a = { , on trouve PM-=. { AP , 
c'est-à-dire qu'en prenant PM, égale à la moitié de AP, 
le point M est sur la droite AE , et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A \ on doit , pour embrasser toute son étendue , la con- 
cevoir prolongée en AE \ au-dessous de la ligne AB 3 et 
à gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est com- 
prise aussi dans l'équation y = ax ; car on peut donner 
àx, dans cette équation, des valeurs négatives, et ces 
valeurs exprimant les distances à la ligne AC, doivent être 
prises du côté opposé à celui où Ton a porté les valeurs 
positives (76) : elles donneront donc des points tels que p t . 
placés en arrière dû point A. Mais les valeurs corres- 
pondantes dey étant aussi négatives, doivent être prises 
du côté opposé à celui où onaporté les valeurs positives, 
c'est-à-dire au-dessous de AB, comme pm \ et il est visible 
d'ailleurs que , si Ap ert prise égale à AP>pm sera pareil- 
lement égale à PM : on tombera donc de cette manière 
*ur les points du prolongement AEf de la droite AE. 

, 83. Je considère en second lieu le cercle décrit du fic.§6, 
point A ,Jig. 36, comme centre, et d'un rayon égal à 
la ligne AD. Ce qui distingue les points de la circon- 
férence des autres points du plan , c'est d'être tous à une 
distance du centre A qui soit égale, au rayon AD; et par 
conséquent quelque part que Ion prenne le point M sur 
cette courbe , les droites AP et PM seront les côtésd'ua 
triangle rectangle , dont l'hypoténuse AM sera égale à 
AD. En faisant donc 

AP=zx, PM^y, ADzxft 

en aura 
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et on tirera de là 

équation , au moyen de laquelle , en se donnant xoh AP, 
on aura, parle secours du calcul , et sans qu'il soit be- 
éoinjjfe construire la figure , y ou PM, ou du moins le 
rapfwrtde cette ligne avec le rayon. En prenant % par 
exemple , x=z%r, il viendra 

y = V/Ï^fp= V J?=rX ^ 

On concevra sans peine que l'on peut déduire de 
la même expression les lignes PM pour tous les points 
de la ligne AB , compris entre A et D. L'équation 

y = \/ r* — x a prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence. du cercle, que cette 
courbe ne doit pas s'étendre au-delà du point D * car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci , il faudrait 
supposer x^>AD, ou >r , et dans ce cas, la valeur 
de y deviendrait imaginaire. 

Quoique je n'aye considéré que le quadrans DE , 
les trois autres, qui complètent la circonférence , sont 
compris dans l'équation a? -f- J a = r* ; car l'ordonnée y 
ayant, pour une même valeur de x } deux valeurs, savoir : 

4-l/pZ~^ et — Vt*— x*, 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre- 
mière (76) , et fournit par conséquent tous les points du 
quadrans DE. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D\ puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en D ; et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y : 
la valeur positive donnera les points du quadrans D'E, et 
la valeur négative les points du quadrans D' E . 
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84. Quoiqu'on ne tire des équations 

y = ax, y = ±\/r*—x* t 

que des valeur» appartenantes à des points toujours dis- 
joints, néanmoins la continuité qui résulte de la descrip- 
tion de la ligne droite et du cercle, représentés respec- 
tivement par ces équations, n'est point violée, parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra , puis- 
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs con- 
sécutives presque égales, et que rien ne limite la petitesse 
de la différence qu'on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes , 
c'est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur 
situation , en les rapportante une droite, par des perpen- 
diculaires, mérite la plus grande attention; on voit qu'elle 
revient à déterminer la position d'un point quelconque, 
par le moyen de sa distance à deux droites AB et AC, 
perpendiculaires entre elles. Le point M, fig. 34, est en F10 . 3^, 
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP etAQ, 
puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes PM et QM, 
menées par lespointsPet Q, parallèlement aux droites 

AB et AC. 

lies lignes AP et AQ, ou leura^gales, QM et PM, 
se nomment les coordonnées. On se sert ordinairement 
du mot abscissepcmr désigner celle qu'on suppose con- 
nue , et l'on donne à l'autre le nom à* ordonnée. Ainsi , 
dans les exemples précédens, où j'ai toujours exprimé 
les lignes PM par les lignes AP , PM était l'ordonnée , 
et AP l'abscisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent 
la direction des coordonnées , se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
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ligne AB , la distance AQ ou PM est nulle , et que par 
conséquent , si on la représente pary, on a pour tous ces 
points, y r=o ; par la même raison on a QM , ou AP % 
ou x =ro , pour tous ceux qui sont placés sur Ya,xe A C; 
et enfin au point A, qu'on nomme l'origine des coordon-* 
f nées , on a en même temps 

a: = o, ^y = o. 

En ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse 
AP et de l'ordonnée PM, le point M reste encore indé- 
terminé à quelques égard» ; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB' et 
Fie. 37. CC,Jig. 37-, et en conservant ces mêmes distances, il 
pourrait se trouver indifféremment dans l'un quelconque 
des quatre anglesdroits BAC, B AC , B'AC, BAC ; 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon- 
nées AP et PM, font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En effet , étant convenu 
de donner le signe + aux parties de la ligne AB , en 
allant de A vers B , le signe— » sera celui qu'il faudra 
assigner aux parties de AB', en allant de A vers B' . De 
même , si l'on a donné le signe + aux parties de AC, 
en allant de A vers C, les parties de AC, en allant de A 
vers C, seront nécessairement affectées du signe — , 
Cela posé , on aura 

# 



ÎIAC f + AP OU + X 



+ PM + y 

IB'AC [—4P — x 

pour le point Mde J ' I + PM -f- y 

l'angle \ „ i — AP — x 

UAC,....\ _ pM _ ^ 

RJC / + AP + x 

BAC, ..-...{ _ pM _ y 

Le choix des lignes AB et AC, perpendiculaires entre 
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rite* , n'est pas le seul qu'on puisse faire pour déterminer 
sur un plan la position d'un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d'un point , ses distances à deux points donnés , par 
exemple, serait également propre à cet usage; mais dans 
le plus grand nombre de cas les coordonnées perpen- 
diculaires sont celles dont l'emploi présente le plu* de 
facilité , et on verra plus loin plusieurs exemples de la 
manière dont on passe de ces coordonnées à diverses 
manières d'assigner sur un plan la position des points. 

86. L'équation qui exprime les relations entre les AP 
et les PM y pour une ligne donnée , s'appelle Y équation 
de cette ligne , et celle-ci se nomme à son tour le lieu 
de l'équation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter- 
minée , renfermant deux inconnues , conduit à un lieu 
géométrique. S'il s'agissait, par exemple, de former 
tous les triangles rectangles que l'on peut construire sur 
une hypoténuse donnée a, en nommant x et y les côtés 
de l'angle droit de ce triangle, l'équation du problème se* 
rait a: a -f- < y a =a a ; et on satisferait à la question en décri- 
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle, et en abars-> 
fiant de tous les points de ce qumrt de cercle des perpen- 
diculaires sur son rayon : le quart (^pfcercle serait le lieu 
de tous les sommets de l'un des aSgles aigus de ces 
triangles. ' 

L'équation d'une courbe s'obtient toujours en exprw 
mant analytiquement , ou l'une quelconque de ses pro- 
priétés, comme on l'a fait pour la ligne droite , ou les 
circonstances de sa description , ainsi qu'on en a usé 
à l'égard du cercle. Réciproquement une équation 
quelconque , considérée en elle-même , donne aussi nais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés. 
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plut 
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fécond , c'est désormais de la considération des équa- 
tions que je déduirai les lignes. 

•„ 87. De toutes les équations à deux indéterminées , la 

plus simple est celle du premier degré ; et elle appartient 

à laligne droite, la plus simple de toutes les lignes. Cette 

équation peut être représentée par Cy = Ax-\- B ; mai» 

«nia divisant par C, elle ne perdra rien de sa généralité > 

J A B 

et deviendra^ = -^4-—, ou y=ax-\-b % en faisant 

A B 

Yr ==a > y ,== ^ : cest 80US cette f° rme <I ue j e l'emploierai 

désormais. 
Supposant d'abord que b soit nul , on aura 

y 

y = ax , ou •*■ = a : 

J x 

c'est-à-dire que dans toute l'étendue de la droite , le rap- 
ric.35. port de PMk AP 9 Jig55 , sera constant. Cette pro- 
priété , qui n'est que l'expression de la similitude des 
triangles APM, AP'M' etc. et de laquelle il résulte que 
PM P'M' . , . 

Tp ~ âp' » etc * ^ ue ^ ue P ar * Q u on P ren ûe les points 

P , P' , etc. sur la ligne AB , ne peut appartenir qu'à 
la ligne droite AE . menée ( par le point A , origine 
des coordonnées.' w 

Le rapport -, ou le coefficient a t dépend de l'angle 

que fait la droite A E avec l'axe des abscisses AB\ mais 
dans le triangle APM % que je suppose rectangle en 
P , le rapport de PM à jiP est égal à la tangente d« 
l'angle PAM (3o) : a représente donc la tangente de 
cet angle. 

En considérant l'équation y=ax-l-b , on voit que 
la nouvelle ordonnée y ne diffère de la première, y=ax, 
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b \ d'où il suit 
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que sî on prend AD= b , et qu'on mène la ligne DF pa- 
rallèle à AE, elle sera le lieu de l'équation y=àx-^-b 9 
puisqu'on aura 

PN = PM + MiV = PM + ^Z> , 
/" jV'= PM + JlfiV = P'M' + AD , etc. 

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien, dans Y équation y=ax-)-b, 
ne limite les valeurs que l'on peut donner à x , et que par 
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu'on 
voudra ; mais en même temps , rien ne bornant le cours 
de la ligne DF dans l'espace indéfini BAC , on trouvera 
toujours des abscisses, et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeurs de ^ et de x , qui satisferont 
à l'équation proposée. 

Faisant x=o , on aura y = b> et cette valeur ap- 
partiendra au point D , où la droite DF rencontre l'axe 
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on trouvera 

y=—ax + b, 

et ax étant moindre que b,y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF\ correspondante à des abscisses Ap, . 
situées du côté opposé aux abscisses AP , que j'avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de x ; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de x. 

Pour trouver la valeur de a?, qui répond aupoint^oùla 
ligne DF rencontre l'axe AB des abscisses, il faut faire 
y=o, ce qui donne 

ar-f-6 = o. et x=. = Af. 

a J 

Lorsque x, restant toujours négatif, sera devenu plus 
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grand que la quantité - ,y lui-même deviendra négatif ; 

mais au-delà du point^ la ligne DF se trouve au-dessous 
de la ligne AB : l'ordonnée p'n' tombera donc d'un côté 
opposé à celui où elle était située d'abord , et par consé- 
quent les-.valeurs négatives dey doivent se porter d'un 
côté de la ligne AB, opposé à celui qu'on a adopté pour 
les valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
le n°yG , ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
ne saurait y faire trop d'attention; car c'est de l'usage 
des quantités négatives dans les figures , que dépendent 
en grande partie, les diverses formes qu'affectent les lignes 
courbes. 

L'équation y-=zax-\-b ne renfermant que deux cons- 
tantes , a et b, dont la valeur particularise la droite qu'on 
considère , en la distinguant de toute autre , il s'ensuit 
que deux condition s suffisent pour déterminer cette droite» 
Celles qui' s'offrent les premières, sont de Tassujétir à 
passer par deux points donnés , ou bien à être parallèle 
ou perpendiculaire à une. autre droite donnée, et à pas- 
ser en outre par un point donné. On aura besoin dans 
la suite de connaître la forme que prend l'équation 
yz=zax-\-b f pour satisfaire à ces diverses conditions ; 
c'est pourquoi je vais les examiner chacune en par-» 
ticulier. 

88. Si on cherche l'équation de la ligne droite qui 
passe par deux points, dont les abscisses soient et et*', 
et les ordonnées j3 et j8', on mettra successivement et et *' 
à la place dex, £ et & à celle dey, et on aura , pour 
déterminer a et b , les deux équations 

/S = aet + b § \ a = -> , — 

\ dont on tirera l ya—^Ê' 
P=aet'+b\ f *=--~r— \ 
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et il en résultera 

V=-7 *H 7 > 

•* & — et et — et 

pour l'équation de la droite cherchée. 

On peut donner à ce résultat une forme plus simple ; 
car si on retranche de l'équation y = ax -f-&, Tune des 
deux équations ci- dessus, la première, par exemple, 
b disparaîtra, et il viendra 

y— j8==a(x — *)\ 

cette dernière équation sera celle d'une droite assujétie 
à passer par le poiut dont les coordonnées sont et et fi, et 
faisant d'ailleurs avec Taxe AB un angle quelconque : en 
y mettant, au lieu de a , la valeur trouvée précédem- 
ment, on aura 

La distance des points proposés , ou la partie qu'ils 
interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres- 
sion " 

cela se voit évidemment , en supposant que N et "2V' re- 
présentent ces points; car leur distance i\W' étant l'hy- 
poténuse du triangle rectangle NRN', il s'ensuit que 

NÏY = ÏV/T + ÏV'ÏÏk (^P'— ^P) ft + (PW— JPiV)\ 
< 89 . Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui pas- 
serait par le point dont les coordonnées sont a et £ , et 
qui serait parallèle à la ligne représentée par l'équation 
y = dx -f- £', il suffira de substituer d au lieu de a dans 
l'équation y-H3=a(j>— *), qui satisfait déjà à la pre-* 
mière condition , puisque, d'après le n*&*7, le coefficient 
de x est le même dans lés équations des lignes droites 
parallèles entre elles \ on aura donc pour celle qu'on, 

cherche 

y— jg = o'(x— *). 
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ric.38. 90. Enfin, si AE et AI,fig. 58, sont deux droites 
perpendiculaires entre elles, passant par l'origine A, 
et que sur l'abscisse AP , on élève les ordonnées PM 
et PM', on trouve , en comparant les triangles APM 
et APM', que le rapport de AP à PM est inverse du 
rapport de AP à PM\ ensorte que si a est le coefficient 
de x dans l'équation de AE (87) , ce coefficient sera 

- dans celle de AI* Mais les ordonnées de cette der- 
a 

• nière , tombant au-dessous de AB doivent , par le n° 76, 

être affectées du signe — : les équations des droites 

>AE et AI seront donc / 



y = ax, y—— -x (*)• 



Fie. 39» (*) On parvient aussi a ce résultat sans s'appuyer sur len°76; 
car l'inclinaison de deux droites AM et AM\Jig. 3q, passant 
par l'origine, dc'termine la forme du triangle compris entre les 
points M et M' , correspondans à la même abscisse AP , et l'ori- 
gine A , triangle dont les côtes sont faciles à calculer, par les équa- 
tions de ces droites , que je suppose 

jr=ax, yr=za'x. 

En effet , si AP = x , on a PM=ax , PM'±z a'x , 
MM'= PM— PM'. = ax — a'x 5 
les triangles rectangles APM, APM*, donnent 



AM- = AP -+- PM = x* -4- a*x* 



AM' = AP -4- PM' = x» -4- a!*x* ; 

- et quand ces droites deviennent, perpendiculaires entre elles , le 
, triangle MAM' devenant rectangle eu A , MM' qui en est alors 
l'hypoténuse, doit satisfaire à l'équation 

MM ? z=. ÂM+ AM') 
que les valeurs, ci-dessus changent en 

(ax — a'x)* = nx* -h a*x* -+■ a'*x*. 

Développée , réduite et divisée par ax* , elle revient a — aa' rr 1 , 

1 

d'où l'on conclut a! = — -, comme ci-dessus. 

a 

Il est bon d'observer que le signe — indique ici le changement 
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* 

Considérant ensuite les droites DF et GH, respecti- 
vement parallèles aux droites AE et AI, et par con- 
séquent perpendiculaires entre elles , on trouvera pour 
leurs équations 

y = ax -f- b et y = — -a; +b' (n°précéd.). 

%JL 

Si la seconde doit passer par un point dont les coor- 
données soient et et /3 , son équation deviendra 

y — & = (x — a). 

91. Deux lignes qui se coupent ont à leur point 
d'intersection les mêmes coordonnées ; en sorte que pour 
trouver celles du point de rencontre cjes deux droites 
données par les équations 

y=.ax -f- b , 
y — â'x+-b\ 

il n'y a qu'à supposer que les inconnues x et y ont la 
même valeur dans l'une et dans l'autre équation : on aura 
ainsi 

ax + i = dx + V y 
ce qui donnera 

b—V db—aV 

x = -t et V = — } . 

a — a u a — a 

On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d'autant plus éloigné des axes AB et AC , que la quantité 
a'— <l est plus petite, et qu'enfin x et y deviennent infinis, 
lorsque a'=a, c'est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer , ou sont parallèles. 

92. Il peut être utile de connaître la longueur de la 

^ ■ " ' ' ' ' ' ^^^—^^*^—^ — ■ ■ ■ ■ " ■ ■ ■ ■ 1 ■ ■ ■ ■■ ii ■ ■ 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 1 1 .m „ mê 

que doit subir ' la figure , quand l'angle MAM' devient droit , cir- 
constance qui ne permet pins que les deux lignes AM et AM' 
soient du même côté de Taxe AB, ainsi qu'on Pava it'supp ose d'abord; 
l'algèbre opère donc sur la situation de ces lignes un redressement 
analogue à celui qui a lieu par les solutions négatives , dans les 
questions numériques. ( Voyez les Elémtns <TAl$èbiv. ) 



ia8 APPLICATION ÔÈ L*ALGÊBltB 

perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne 
donnée; et on y parviendra en cherchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point ou 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpendi- 
culaire. 

L'équation de la première étant 

celle de- la seconde sera 

•i et et j8 désignent les coordonnées du point donné ; mais 
on peut mettre l'équation^ =àje -f- b sous la forme 

» . • • • 

qui revient à 

' y — j3=aÇ#— *&) +b — jS+flàe, 
et, jointe à y — /3 = — - (x— at), elle donnera 

a (jl — aet — b) 6 fi — aet — b 

Substituant ces valeurs dans l'expression 

on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher- 
chée / 

— a* — fr 



g3. Ce qui précède conduit à l'expression du sinus, 
clu cosinus et <k la tangente de l'angle que forment 
entre elles deux droites données. Soient 

y = ax + b , y = dx + &', 

les équations des deux droites proposées ; il est évident 
que l'angle qu'elles font entre elles ne changerait point 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mêmes, jusqu'à ce qu'elles passassent par l'origine 
des ordonnées , et alors leurs équations se réduiraient à 

. y = ax t 
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y = ax, y = dx(&j). 

C'est dans cet état que je les considérerai et je les 
Représenterai par les lignes AM et AM' , fig. fo. fic.4<** 
Ayant pris sur Tune d'elles un point M' , dont les coor- 
données AP et P3f soient désignées par et et j3 , la per- 
pendiculaire MM' abaissée de ce point sur l'autre ligné 

A M , sera exprimée par — , à cause de b = o 

V ï+ a* 
(92) ; mais si l'on fait AM' = r , on aura 

«*+iS a =r a ; 

et parce que le point M' est sur ia ligne ÀM* , dont 
l'équation est y = dx , il s'ensuivra /S = dct. Cette 
équation combinée avec la précédente , donnera 

r a dr 

V/i+rt /a \/i+d % ■ 

substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire^ 
on trouvera 

r(a' — a) 

V/i+a a \/\+d*' 

et si l'on donne à la perpendiculaire ilf AT le nom de 
sinus, qu'on lui a assigné dans la trigonométrie, oii 
aura 

ain MAM'= y J^L~ a) ^> 

l/i-f-a* \/\+d* 

en prenant r pour rayon. 

Si on retranche de,r* le quarré de cette expression , on 

aura celle de AM , où du quarré du cosinus de l'angle 
MA M 1 f savoir : ( cos MA M' y =2 

(i+a*X«+a /a ) ~ (i+a*X*+a'*Y' 

tt prenant la racine quarrée II viendra 

Trigonométrie^ t 
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» 

•»**■»*> r(i-f-aa') 

cos MAM=^ — v — - 



enfin, faisant r — 1, on tirera de ces deux expression»', 

tans MAM'- ûnMAM ' - C g - a > , 
tang MAM - coiMmf - -p-p—,. 

J'aurais pu déduire immédiatement cette dernière 
yaleur de la formule 

tangCpd^î»*^, 
t>\r v/ iqitangptangqf' 

rapportée dans le tableau de la page 3o , puisque l'angle 
MAM' est la différence des angles BAM' et BAM y et 
que par conséquent , si Ton désigne ces derniers par p 
et ç, on aura 



tangp =:**', tang</=a, et tang(p — 9) = 



a' 



i + aa' 

comme ci-dessus ; mais cette formule repose sur celles 
du numéro 11, obtenues par le moyen d'une construc- 
tion , et je me suis proposé de tirer des seules équations 
des lignes f tout ce qui est nécessaire pour l'application 
de l'algèbre à la géométrie. 

94» L'équation du cercle obtenus dans le n* 83 , n'est 
que particulière , parce qu'on a donné au centre une 
situation déterminée , en le mettant à l'origine des coor- 
données. Pour généraliser l'équation de cette courbe y 
ria. 36. A faudrait avoir l'équation du cercle DED'E\ fig. 36 , 
^ en prenant pour origine des coordonnées le point A", 
placé d'une manière quelconque par rapport au centre A j 
et pour cela il suffirait d'écrire analytiquement que la 
distance de ce centre à chacun des points de la circon- 
férence , est égale à r. Or , si l'on désigne par p , q , les 
lignes A* A? et A' A , qui seront alors les coordonnées di* 
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fcentre A> par rapport aux axes A m B' et A m C i et que Voii 
fasse A?Qz=z x % QM=y , on aura (88). 

AM= r = ^(x-pY + iy—qT* 

d'où on tirera , en quarrant les deux membres et en dé- 
veloppant y 

x* — zpx + p* +.y a — 2^y + q* = r*. 

Cette dernière équation est la plus générale que l'on 
puisse obtenir pour le cercle, en le rapportant à des coor- 
données rectangles: elle ne peut être particularisée que 
par la détermination des trois quantités" constantes p, q 
et r, dont les deux premières fixent la position du centre, 
et la troisième représente le rayon. Il suit de là qu'il faut 
trois conditions pour déterminer la position et la gran- 
deur d un cercle ; et c'est aussi ce qu'on a vu dans les 
Elémens de Géométrie. 

Si où voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

*et/3, *'et/3', *"et£", 

on mettrait a , J , *,* à la place de x> et 8 , & , & à 
©elle dey ; on formerait ainsi les trois équations. 

a % — ap* 4- p â -+- /3* — zqtZ + «y* = r*, 

4* — . apa' + p» -f- g'» — rj^ff + q*=T*, 

V» — apcS + p* +£"*— sq£ u + q* = r*, 

ijuine renferment que trois inconn ues , savoir :p y qetr: 

Si on retranche successivement la première de la 
deuxième et de la troisième, on aura, en effaçant les! 
termes qui se détruisent , 

a{ (ctr- A ')p+((l— &)q }-f**— *'*+$*— &*=zo , 

fcèi deux équations ne contenant p et q qu'au premier 

la 
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degré , font voir que le centre du cercle demandé ne 
peut avoir qu'une seule position ; et quant au rayon , 
comme on a immédiatement 

r = l/* a — 2/?* +p 2 -f-iS a — 2Ç/3 -f q* , 

il n'est susceptible que d'une seule grandeur : on ne 
peut donc faire passer par trois points qu'un seul cercle. 

Je n'achèverai point là résolution des équations ci- 
dessus , qui pourrait s'abréger par l'effet de' la symétrie 
'des quantités qu'elles renferment, et qui mènerait aisé- 
ment à la construction donnée dans les Élemens de 
Géométrie > parce que les résultats de cette solution? 
«ont inutiles pour ce qui doit suivre. 

g5. L'équation générale du cercle 

x* — opx -f- p* +y* — sqy -f- q* = r* 

se simplifie de plusieurs manières, qui méritent d'être . 
remarquées , parce que les formes qu'elle prend alors 
•ont employées fréquemment dans l'analyse. 

Si l'on y fait p=o, q =o, on retombe sur x* -f-y 1 = rV 

Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé- 
rence du cercle , il suffit de faire p* -f- </*= r* , puisque 

|/p a + q*> exprimant alors la distance du centre à l'ori- 
gine , il s'ensuit que cette distance est égale au rayon r 
l'équation du cercle se réduit dans ce cas , à cause de 
celle qu'on vient de poser , à 

x* — Qpx -f-y* — aqy = o. 

Enfin, si, pour plus de simplicité, on prenait l'ori- 
gine à l'extrémité D' du diamètre , le centre se trouvant 
alors sur l'axe des abscisses , son ordonnée deviendrait 
nulle , son abscisse p serait égale au rayon r % et l'éqpar- 
tion ci-dessus se changerait en 

«* — arx -f-^y* = o* 
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Cette dernière et la première , x* -^-y 3, = r*, sont celles 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

g£. Ce, qui précède étant bien compris, toutes le§ 
questions que Ton peut proposer sur la ligne droite et 
sur Je cercle , se ramènent facilement à l'algèbre , sans 
qu'il soit besoin de recourir à d'autres propriétés des 
i figuresqu'à la relation qui existe entre les trois côtés d'un 
triangle rectangle (*). Soit, pour premier exemple, 
-cette question : 

Deux lignes droites , AE et DE, Eg. 4 1 > étant don- fig.4*' 
nées par tes angles qu'elles font avec une troisième AB , et 
farlaptirtie AD qu'elles interceptent sur cette troisième , 
trouver sur une ligne AC , perpendiculaire à AB , un 
point G ; par lequel s menant une droite GK , parallèle à 
AB , la partie HK , comprise entre AE et DE soit d'une 
grandeur donnée. 

Pour former les équations des droites AE et ED , je 
comme. a et a /j les tangentes des angles EAD , EDA , 
qu'elles font respectivement avec la droite AB \ je 
prends celle-ci pour Taxe des abscisses dont je place 
l'origine au point A , ainsi que celle des ordonnées 
y que je conçois parallèles à AC; et je fais ADz=et. 
La première droite aura pour équation yz=.ax , puis- 
qu'elle passe par le pointa; la seconde devant passer 
par le point D } pour lequel on- a 



'(*) Dans le» notes qu'il a placées a la "Suite de ses Elémcm de 
Géométrie, Lcgendre déduit celte relation des premières consé- 
quences de la saperposition des triangles égaux , par un moyen très- 
élégant; mais les considérations qu'il emploie pour cela s jjsimal heu- 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à «Rivrc c\é- 
Bientaire, et porter -dans l'esprit cette conviction iulït0 qui retuite- 
des notions reçues immédiatement par Us. sens* 



\ 
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y=o (85) et x = <t , 
fera 

en observant que y diminue tandis que a: augmente , et 
que par conséquent d doit être pris négativement : on 
$ura donc ces deux équations : 

y = ax > y = — d(x — <t). 

Poux obtenir les points H et K, où les droites qu'elles 
représentent rencontrent la ligne GK , parallèle à AB > 
il suffit d'y faire y =^ AG \ si donc on pose. AG = fc, 
on aura 

t = ax, tz^z — a (x — a) : 

prenant la valeur de x dans chacune de ces équations ; 
il viendra 



• 



t ao'-— t 

x •• — *— x — f ' • 



Ces expressions sont celles des abscisses Ah et >^ft , dont 

}a différence donne hk = HK, à cause des parallèles; 

et désignant par m la grandeur que doit avoir HK , o^ 

trouvera 

ad — t t 



m= -, — — -, 

a a > 



d'où l'on tirera 

adm = *ad — ta — td. y 

et par conséquent 

{et — m) ad 

t — j 7 • 

a-f-a 

telle est la valeur de AG , qui satisfait à la, question^ 
proposée. 

97. Je suppose qu'au lieu de donner à la ligne HK 
une grqflleur connue , on demande qu'elle soit égale à 1^ 
ligne AGjjp qui revient à inscrire un quarrédansuntrian- 
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fie (65). Dansce cas, au lieu d'égaler à m l'expression de 
HK . il faudra l'égaler à t , ce qui donnera 

(ta — t t 

'=-7 — «' 

d'où 1 on déduira 

<uud 



t = 



ad -f- a -f- et' 

98. Soit encore le problème suivant, déjà résolu 
au n° 78 : D'un point E, fig. 33 , placé comme on voudra, FIC * ^ 
mener une droite de manière que la partie D* F" de cefte 
droite^ interceptée entre deux lignes quiforment entr'elles 
un angle droit BAC, soit d'une grandeur donnée. 

Si et et jS désignent les coordonnées du point donné 2£, 
Jf— #=— « ( J? — * ) sera l'équation de la droite ED', 
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de L/F^ il 
suffit de déterminer AD' et -^/^c'est-à-dire la valeur 
de y lorsque x = o, et celle de x lorsque y =;o, hy-* 
pothèses qui fournissent les équations 

desquelles on tire ™ 

a 
et comme F'D' = \~AÏF + ~ÂF' X , il en résulte 

posant &&•=, m, et élevant au quarré, pour faire di** 
paraître le radical , il vient 

/S + a& y 



*=(!±=) (. +«■). 



Cette équation étant développée et ordonnée patt- 
rapport à la lettre a, se. changera, ea 
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i . *& 3 , £°+* a — m a ft , 2/3 /3 a 

r * ^ <L % ^ et ~ <L % * * 

pt monte , comme on voit , au quatrième degré \ mais si 
Ton fait/S = <t , c'est-à-dire,' si l'on prend le point E à 
égale distance des deux axes AC et AB , elle devient 

, . ,, 2* 2 — m a a , , 

a 4 + aa 3 -| j — a a + 2û-f- i=o, 

et rentre dans l'équation (3) du n° 78 , lorsqu'on change 
a en z et a en a. 

99. Je fais maintenant l'application des formules qua 

j'ai trouvées pour la ligne droite , à la recherche des; 

principales propriétés du triangle. Je prends à cet effet 

fie- <**• deux points M et M' y fig. 4 a j formant, avec l'origine A\ 

un triangle quelconque ; je désigne les coordonnées du 

premier par. ." a, , /2 , 

celles du second par ....*', £' : 

les distances AM> AM\ MM\ qui forment les côtés de ce 
triangle , seront, d'après Le numéro 88 , exprimées res- 
pectivement par 



$i Ton fait AM—c, AM'=d r , JfcfM'=c% on aura, 
ces équations : 

c* = * a + £ a 
d* = *!*+&* 

et si on retranche la dernière de la somme des deux pre- 
mières, il viendra 

ç a -f ç' a — c* a = 2(**'+ fifTi t 
d'où 
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c a -U c* c" % 

«*' + & = îJtf £_. 

l.es équations des lignes AM et -.Of ' 6eront 

le cosinus de l'angle qu'elles forment entre elles aurai; 
pour expression (g3) , 

"7 r(**' + /3^) 



(• +£ 



En faisant le rayon r= i , comme celui des tables des 
sinus, et substituant à la place des quantités **+£*, 

*< a + &\ '«*' + AT, leurs valeurs c% c' a , flt^— iL # 

il viendra 



cos MAM— 



QCC' 



équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle MAAf et l'un de ses angles. Si Ton fait atten-* 
{ion que l'angle MAM' est opposé au côté ifefilf =0% 
on sera convaincu qu'on doit avoir pour les angles AMM ^ 
A M* M, respectivement opposés aux côtés AM = c^ 
AM=c , les équations 

e» -4- r" a r' a 

cos AMM'= ^° u - , 

•or 

cos AM'M= — ~ , „ . 

acre 

£n désignant donc par y', y' , y y les angles MAftP, 
AMM\ AM'M^ on obtiendra les trois équations suj-n 
gantes : . 
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» • 

c*4- c' a — ace' cos 3/'= c" a 1 

c* -f- c" â — ace" cos y'— c'* \ (A). 

c'*-f- c " fl — acV'cos > = c* ( 

Sil'on ajoute ensemble la première et la seconde de ce* 
équations , puis la première et la troisième , puis la se- - 
conde et la troisième , on obtiendra trois résultats qui 
deviendront respectivement divisibles par ac , aç^ ac" , 
lorsqu'on aura effacé les termes communs aux deux 
membres de chacun , et qui donneront ainsi 

c — c'eos y— c"cos y'z= o 1 

c' — c cos y" — ç'cosy =o ) ( B ). 

c"— ccosy' — c'cosy= o J 

Il est bon d'observer que ces équations s'obtiennent 
immédiatement en abaissant successivement de chaque 
angle du triangle , une perpendiculaire sur le .côté op-» 
posé, et en calculant lessegmensde ce côté. 

On a dans la figure 16 

BD=ABco*B, CD=zACcp&C, 
BCz=BD+CD = AB cosB + AC cos C. 

Nommant BCz=zc, AÊ = c, AC =2 c", et conservant- 
les dénominations des angles, il viendra» 

c=.c' cos y"-\-c"co%y' ou c — c' cos y" — c" cos y f = o* 
On parviendraitde même aux deux autres équations (B) . 

100. Quoique ces équations soient au nombre de trois, 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés lors- 
que les trois angles sont donnés; car si on cherchait 
les valeurs de c , c, c", au moyen des expressions géné- 
rales des inconnues, déterminées par trois équations du 
premier degré , on trouverait o , à cause que le terme, 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 
en 
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1 — pcosy* — q cos y = o 
p — cos y" — q cos ^ = o 
9 — cos j/ — p cos ^ = o , 

lorsqu'on feit — = p, — = q ; elles donnent .alors le 

o c 

rapport des côtés du triangle proposé , et il reste de plus 
une équation de condition , qu'on obtient en éliminant 
p et q. Cette équation est 

l — cpsp/'* — çosy'* — cos j'* — flcos y' cos^/cos y= o ; 

et son premier membre est précisément le dénominateur 
commun des valeurs des inconnues c , c' , c u , déduites 
des expressions générales citées plus haut. En égalant 
perte quantité à zéro , les valeurs des côtés c , c', c" n 
Reviennent f , et les côtés demeurent par conséquent in- 
déterminés , comme le prouve la transformation opérée 
sur les équations (B). 

L'équation de condition, que Ton vient d'indiquer , 
renferme la relation que doivent avoir entre eux le* 
trois angles y y •}' et y" , pour que leur somme soit 
égale à deux droits, ainsi que l'exige la. nature du trian- 
gle rectiligne. Pour s'en assurer , il faut , à l'aide des 
valeurs de sin (p±:^) ; cos(pzh^) (11), développer 
l'équation cos (2* — y" — y ) = cos 7 : on trouvera 

<T abord. 

— cos ( y" -+■ y') = cos y , 

en observant que sin 2? = o , et que cos 2* = — • i t ; pui* 
il viendra 

— cos y" cos y' -f- sin y" sin y' = cos y , 
fou 

cos y -f- cos y" cos, y 1 = sin y " sin y', 

(cos^-f-cos^"cos7 / ) ft z^in y**smy'*zz( 1 -cos^" *) ( 1 -cosy'*) ; ♦ 
et après les réductions , on retombera sur l'équation 
ci-dessus. 
Il est à propos de remarquer que le* équations (AJ^ 
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«ont , par rapport aux triangles rectilignes , ce que les 
équations (B) du numéro 47 sont à l'égard des trianglei 
sphériques,' et conduiraient, par de simples transforma- 
tions , au$. ( { formules de la résolution des premiers 
triangles. 

101. Pour avoir Taire du triangle MAM', il faudra, 
du point A , abaisser une perpendiculaire AD sur le 
côté MM' qui, passant par les points M et M\ dont les 
coordonnées sont respectivement et et /3, a! et/3', a pour 
équation (88) • ) 

■ .. /S' — ^ «fl8 — <SV ■ 
on v ^= -, x -j t . 

fit —■ c6> et "■'■- et 

En comparant cette dernière équation avec la formule 
y = ax -J- b , on trouvera 

a = -7 , £ = —7 ; 

«t — A et — et 

mais en observant que dans le numéro 92, les lettres 
«t et /3 désignent les coordonnées du point d où part 1* 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans 1-e cas 
actuel , puisque ce point est l'origine , l'expression de la 
perpendiculaire se réduit à 

— b &'& _ gy 

et mettant c" au lieu de \/ '(*' — a) a + (#' — &YA 
viendra 

a0 — *!$ 

au — - u . 

Avec cette valeur, on aura pour Taire du triangle MAJMTj 
MM'xAD _ s _ *&'—*'£ 

•«pression bien remarquable, en ce qu'elle donne Taire 
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de tous les triangles qui ont leur sommet au pointa, au 
moyen des coordonnées des sommet des angles adjacent 
à leur base. 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que 
des côtés. Pour cela , il faut multiplier entre elles les 
deux équations 

a* -f- jg* = c* , et" + jS' a = d*, 
et retrancher du produit le quarré de 

t a -L. C ' % c" a 

aa' -4- $@ = ■' ; il viendra 

2 

A *P* + A '*p _ 2ct *'&e' = cV a — << c *+ c '*— C **T . 

4 * 

prenant les racines quarrées , et réduisant tous les termes 
du second membre au même dénominateur, on trouvera 

dff — *'& — i y/^e d % — ( e + d a — c" a y , 

et Faire du triangle MAM' aura pour expression 

^ \/^&d % — (c^-f-c^ — c" a ) a , 
dontle développement s'accorde avec le résultat du n* S4« 

102. Si Ton conçoit maintenant un quatrième point 
2f* , dont les coordonnées soient d \ £", et que Ton 
représente par d , d! 9 d\ les distances AM" , MM* 9 
M' M", on aura 

(*' _ et) a + (0" — $y = <T a 

(*' — *')* + (0" ~/3') a = t*" a . 
En développant ces équations , et substituant dans le» 

deux dernières, à la place des quantités «c a +j3 a , *' a -f-/3'% 
*"» -|- ^ j eurs Ya i eurs c a > c 'a et ^ on obtiendra 

c a + d a — 2 (a *• + 0") = d! % 

fi , pour abréger , on fait 
&+&—£* . c^ + rfa — d^ 

tn aura 



\ 
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Prenant dans ces équations la valeur de a!' et celle de £', 
qui sont 

pour les mettre dans *"*+&"*=&, en ayant égard aux 
équations * a -j- jS a = c a , *' a + j?» = d % , on trouvera 

c a rf„ a + c' 2 *//— ^A(* *'+ ft 3 ') = d\cé'— *'$y (C) . 
Remplaçant ensuite les quantités etaf -f- @@ et a$ — âffij 
par leurs valeurs 

♦ 1^ -, i V/4c a c' a — (c^-J- c' a — c ffa )% 

obtenues ci-dessus , et remettant 

> + #—<?» C ' a -M a — d n% 

1 > — r* — > 

pour d n d tn cette équation ne renfermera plus~ que lei 
iix distances 

AM , AM', MM' y AM\ MM", M'M\ 
qui forment les quatre côtés et les deux diagonales du 
quadrilatère ÀMM'M" . Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et Tune de ses diagonales seront connus , 
on pourra trouver l'autre diagonale. 

io3 t . Si Ton voulait déterminer le point M" par lei 
Conditions que les trois distances AM", MM", MM" 
v fussent égales , ce poirçt serait alors le centre du cerclé 
circonscrit au triangle proposé , et Ton aurait 

d=d' = d\ 
Ce qui donnerait 

c ft c' a 

l'équation (C) deviendrait 

C * C 'A + c '*à — acV a (**' + 0) = 4d* (*£'— . *'£)% 
et se réduirait à 

cVV' a =iG<ftS a y 
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«n mettant pour *&' -f- j8j3' sa valeur , et en observant 
que ci on désigne par S la surface du. triangle AMM' 1 

agi &'$ 

égale à ( 10 0> on aura 

On tire de là 

j ce c 

d = -4S- i 

expression très-simple du> rayon du cercle circonscrit ad. 

c* c' a 
triangle proposé ; et en écrivant — et — au lieu de â ê 

et d u> dans les valeurs de &" et de £", on a le» coor- 
données du centre de ce cercle. 

104. Il ne sera pas plus difficile de trouver les coor- . 
données du centre du cercle inscrit , et le rayon de ce 
cercle. Dans ce cas, le point M">fig. 43, se trouve au-Fio.ty 
dedans du triangle , et dans une situation telle , que les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
èôtés AM % AM\ MM', sont égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquement cette circonstance , il suffit de 
former les équations des trois lignes ci-dessus , et d'en 
déduire , par la formule du numéro 88 , les longueurs 
des perpendiculaires menées du point M", dont les coor- 
données sont J! et /S*. Or, ces équations sont respecti-' 
Tement 

CL OL 

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront 
pour expression 



► 



x 
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*& — *r& *'g"— en 

^ y (*'—*)- + (/S'— /8)» * 

et pourront s'écrire ainsi : 



c ' c' 



— ÇatjS» — «"/S) — 0"/3'— */S") + (*^— *'/S) 



C 



"en mettant pour les radicaux leurs valeurs c, c', c*. 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne" 
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne , A 
été obtenue par une extraction de racine quarrée , et 
qu'elle est par conséquent susceptible detre prise positi- 
vement ou négativement , on en conclura que chacuue 
des expressions ci-dessus a deux valeurs. Pour ri employé? 
que celles qui sont positives, il faut observer que , d'après 
la figure, la ligne AM f s'écartant plus de Taxe dei 
abscisses AB que la ligne AM } et le point M" étant 
compris entre la première et la dernière , on doit avoir" 

où , ce qui est la même chose , 

*T>*'/3", *#>*'», *F>* m 0; 

d'où il suit que , pour donner une valeur positive, l'ex- 
pression de Ja seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu'elle a ci-dessus. 

De plus le point M" se trouvant au-dessous de la droit* 
MM', dont l'équation est 

il faut que 
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*. <~t — -* H — :r 



« * 



«u que £ «^ — ;.* -f. — =-": — r" 



*— *' ' 



*è qui donne 

*0" — *>£* < *"£ — *"/3> + «0' _ *'£, 
bu bien, 

condition $ après laquelle l'expression dé la troisième 
perpendiculaire est positive. 

Si d'après ces considérations ; on fait 

-u _ . r = e; 

* c 

«t que Ton ajoute les produits toc, e'<f , ë"c* il tiendra 

parlés, réductions, 

fcette jèquation est facile à vérifier, car les produite 
ec , e'c', eV, expriment les aires oes triangles ÀM"M, 
JM' , M' i MM"lM' 9 multipliées par a\ la somme de ces aire* 
est égale à celle du triangle total AMM f \ qu'drï a dé- 
signée par 5, et on a 

"* " ■ 

Lorsque e = e' = e" à on obtient sur-le-chamjJ 

et quand esse' — c^ il vient 

c 

Là première de ces expressions est celle du rayon 1 dir 
Trigonométrie* lfc 
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cercle inscrit ; et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle équi- 
latéral, on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle , la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur , puisqu'en prenant le côté c pour 
base , et nommant h la hauteur, on a S=\ch, ce 
qui donne e + ef -f- e" = A. 

On pourrait tirer encore un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d'exposer; mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage ; et j'observerai qu'il existe 
pour les polygones rectilignes quelconques des équa- 
tions analogues aux équatipns (A) et (B) du numéro 99, 
qui s'obtiennent de la même manière, et qiii conduiraient 
aux propriétés de ces polygones, comme celles-ci mènent 
aux propriétés du triangle. Lagrange a donné, sur les 
pyramides , un Mémoire auquel ceci peut servir de pré- 
liminaire , et qu'on étendrait auj polyèdres en faisant 
usage des formules rapportées dans le cinquième chapitre 
du premier volume de mon Traité dû Calcul différentiel 
et du Calcul intégral (*). 

io5. La combinaison de l'équation de la circonférence 
du cercle avec celle de Ja ligne droite , conduit aux 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre dé ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient a^+^ a = r*,^ — @ = a(x — *), ces deux 
équations. Les employer à la détermination de x et de y, 
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon- 
nues , c'est supposer que les points auxquels appartiens 

{*) Voyez aussi la Polygonométrie de l'Huilier, siPolyèdro- 
métrie) insérée dans le premier w>lume des Mémoires présentés 
h. r Institut , par des Sauans étrangers ,* la Géométrie de Posi- 
tion de Carnot, et son Mémoire sur la relation qui existe entré 
les Jistmtwtj de cinq points gueleonqucs pris dans F espace* 
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lient les coordonnées x >y , sont situés en même temps 
•ur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posées , c'est-à-dire , sont les intersections de ces lignes ; 
et en général , il est évident que pour trouver les points 
de rencontre de deux lignes quelconques, il suffit do 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 
mêmes inconnues. 

En chassant d'abord y par le moyen de sa valeur 
prise dans la seconde équation , on trouvera 

x* + (ax -f- fi — a*) % = r». 

Cette équation du second degré , étant développée # 
donnera deux valeurs pour x, parce qu'en effet la ligne 
droite doit rencontrer en général le cercle en deux points ; 
mais on peut arriver à des résultats plus simples, en pre- 
nant pour inconnue la distance du point dont les coor- 
données sont et et fi, à l'un des points d'intersection de la 
droite et du cercle. Si Ton désigne c£tte distance par z 9 
on aura (88) 

*= !/(*-*)»+ Qy — ««; 
d'où l'on- tirera 

z*=(x — *y + (y — fi)*; 
et mettant pour y — fi sa valeur a(x — <e) , il viendra 

z ft = (x#.*) a (i +a a ), 
d'où l'on déduira 

(a:—*) = ' -^i— . , y — fi = ; 

ce qui donnera 



x = * + ; y = fi -f 



az 



Substituant ces dernières valeurs dans l'équation 
a* +j* = r* , on la changera en cette autre : 

la 
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qui se réduit à 

et qui fera d'abord connaître z, et ensuite ac etj?, au 
moyen des expressions précédentes. 

*ic. 44* H est visible que si le point E ,Jig. 44 > est celui dont 
les coordonnées sont a et /3 > que MNM' et jEiW soient 
le cercle et la droite proposés , a exprimera la tangente 
de l'angle EeB , et les deux valeurs de 2 appartiendront 
aux droites.jBilf et jBiBT. 

106. On sait par la théorie déa équations , que le der- 
nier terme est le produit de toutes lés racines ; si donc 
on nommes' et *" celles de l'équation ci-dessus, on aura 

aV = * a + |3 ft — r*, 

expression qui , ne dépendant point de la quantité a y 
demeurera la même , quelle que soit cette quantité , c^st- 
à-dire, quel que soit l'angle EeB dont elle est la tan- 
gente ; et comme z' et z* représentent les deux lignes EM 
et EM' y il suit de là que le pyluit EM! X EM est le- 
même pour toutes les lignes menées par le point E t ou, 
que si Ton tire une seconde sécante Em! y on aura 

EM X EM' = Em X Em', 

d'où il résulte que les sécantes EM' et Em' sont réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieure» 
EM et Em, ainsi qu'on le prouve dans les Élémens. 
Lorsque le point E est en dehors du cercle , on a 

puisque *• -f- £* exprime le quarré de la distance de 



À LA GÉOMÉTRIE. l/fo 

point E au centre A ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure 45, a' et «s" P1 *. 45. 
«ont de signes différens, parce que le dernier terme 
** + &* — r* devient négatif, à cause de ** + &<r*. 
D'ailleurs , le produit EM X EM' demeure indépen- 
dant de l'inclinaison de la ligne MM' y par rapport à AB \ 
et en menant par le point E une seconde corde mm', on 
a encore . 

EM X EM' = Em X Em\ 

d'où il résulte , comme on lé prouve dans les Élémens , 
que le» cordes d'un même cercle se coupent en raison 
réciproque : et l'on voit que ce théorème et le précédent 
n'en font , à proprement parler , qu'un seul , puisqu'il! 
«e déduisent de la même équation. 

En tirant de l'équation 
Ja valeur de s, on trouve 



!••* 



, — (* + &*) +VW* + « a ) — (& — a&y 

fr = ' ? - ■ ■ 7 4- T »_ Li ' ■ ■ 



. . i j 



\/i + a a 



•telle* sont les expressions des lignes EM et EM '. 

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 
données, de manière que les abscisses x et <t soient 
prises sur la droite AEJig. S& Y qui joint le point E avec FiG.44. 
le centre A du cercle proposé , en partant toujours, 
de ce point, et que le* 'ordonnées ^soient perpen- 
diculaires 4 cette droite ; on aura, alarfc 
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/3 = 0, Ar=.AE > 



\/i-f-a a 



/ a 

TT 



l'équation an cercle ne changera point, mais celle de la 
droite EM deviendra 

107. fin supposant que le point £ soit extérieur au 
cercle , on obtient 

MM' = EM'-EM=^^ l -^L-^, 

■ l 

mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM y tournant, autour du point E , tend à sortir 
du cercle , et que les points M et M f finissent par coïn- 
cider en A r , lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle 
qu'un simple contact : à ce point, on a donc M'^o, 
et par conséquent 

r 



a 



v/* a — **' 



"Voilà l'expression de la tangente trigonométriqne 
de l'angle que doit faire avec la ligne AE t une Iignei?A r , 
menée par le point E , de manière à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème : Mener par un point pris hors du cercle, une 
tangente à ce cercle, 

108. Les mêmes considérations serviront rfussi à 
déterminer la tangente menée par un point pris sur la 
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circonférence du cercle ; et pour plus de généralité , 
je placerai ce point d'une manière quelconque. En 
désignant toujours par * et fi ses coordonnées , on 
aura par l'équation du cercle , à laquelle ces quantités 
doivent satisfaire > 

ce qui réduira l'équation 

a z a -J — ' ■ • z = o i 

et dans cet état elle se décompose en - 



ses deux racines seront donc 
*'=o z 






et la différence de ces valeurs, ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle, sera 

Pour que cette quantité s'évanouisse , il faudra qu'on ait 
<*-f./3a = o, ou a= — g-, 

résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dans les 

Élémens \ car la droite menée par le centre du cercle et 

par le point dont les coordonnées sont a et fi , ou le 

fi 
jayon jtfy aurait pour équation^ = - x (87) ; Téqua- - 
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tiony -~ jà t=z a (rr— «e) détenant , par la yaleur de • 
trouvée ci-dessus , y — 0== — v (jt«— a) , représente^ 

la droite perpendiculaire à ce rayon , et passant par le 
point dont les coordonnées sont et et /3 , c'est-à-dire ,p9t- 
son extrémité N (90). - - 

Si Ton voulait connaître la distance de l'origine A de* 
coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
Taxe des abscisses x il faudrait, dans l'équation, de cette, 
tangente, faire ^ = 0, ce qui donnerait 

■—*=r-,g (*-*«). et *=±= __==--, 

à cause de ce* + /S a = 7**. 

109. On peut , par ce tjui précède, résoudre la 
question suivante : Trouver la position qxle'âoh atioir la 
ligne EM , menée par le point donné E , pour que la 
partie MM' de cette ligne , ç&mprise dans lé cercle, 'sait 
d!une grandeur donnée m. Afin de parvenir à des 
expressions plus -simples , je prendrai , comme à I3 
En du numéro 1 oS , la ligne AE pour axe des abscisses, et 
en égalant à m là différence dés valeurs de z y obtenue* 

dans fe numéro 107 , j aurai 

. • . < • • ■ 



771 = 



\/lTf«V 

faisant disparaître les radicaux , il viendra 

m? ( r 4" a 4 ) = 4** { i +***) ~-?Aà**\ 
d'où je tirerai ... 

j/ 4*» — 4^ + 771*' 

substituant cette valeur dans ^y =a(o;— et.) , jx)b£i*n-» 
^rai l'équation de la droite cherchée ^ 
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. ■•Ce n'est encore là que la solution analytique du 
jxroblème qui m'occupe ; il faut maintenant -construire 
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir , on observer* 

-d jfbord que le numérateur \/ Af* -*- m a exprime le 
«côté d'un triangle rectangle dont ar est-1'hypoténuse , e% 
«i»le troisième côté. On donnera ensuite.au dénomina-* 

teur |/4fifc a — 4^4- m a la forme V^4* a — (4*"*— ■*»*) * 

équivalente à S/ 4** '-*- (V^— »»*)• , et qui fait Voir 
que de dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec-* 
tângle ayant pour hypoténuse 2«, et pour troisième 

côté le radical yf^-* 7 * 1 *) ou ^ e numérateur dont je 
viens d'indiquer la construction, 

.- t&Mlésignant par q et par p les deux Jignes qu'on ob- 
^waira peur ces opérations, j'ai 



'-•'»• 42 — ^ 



_<7 



l'équation^ = 0(0;^*) devient .;, .1 . , „ 

^ y»^*-^ : .'••■'- 

r • r ■ *•.-..'% - *■ 

et«U en résulte que si l'on prend sur AJfi 4 rjLpartir d« 
point Ë^ distance EF=zp, et que par Vautre extrémité 
de cette distance , on élève une perpendiculaire FO-==zq\ 
la droite <rai joindra l'extrémité de tette j>ei^e^dkcnlaire 
$vec lé £oint E> jouira de 'la ptopriétfccbm^rise dans, 
l'énoncé de la question , puisque l'angle FEG aura pour 

tangeaté trigonométwijùë a =ss '2 = ^r^v 

p JotJbt • < ■ 

S" ■ 1 » m . " ' " ( • • ' • < ■ • * I • J ,-■•<••_" 

■ 1 îg.ill doit être évident, d'après ce qui .précède , qaa 
lesquestions de géométrie peuvent être traitées par deux 
inéthodes bien distinctes-Tirne consisté à déternTiiner les 
équations des lignes qui contiennent les points cnerchés^ 



r 
■ I» 
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en partant des propriétés de ces lignes ; et l'autre, à dé- 
duire immédiatement de la considération des triangles 
semblables et des triangles rectangles que présente la 
figure résultante du problème supposé résolu , en s' ai- 
dant même de quelque construction préparatoire, les 
relations des droites qui déterminent la position de ces 
points. .. ". ; 

La première de ces méthodes, quelquefois plus élé- 
gante que la seconde , e6t toujours plus générale ; mais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être, 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, 
et qu'on part de propriétés plus voisines de celles qu'on 
cherche à découvrir (*). 

m. L'équation du premier degré n'a» donné qu'une 
seule espèce de lignes , savoir la ligne droite; l'équation 
du cercle s'est trouvée du second degré ; mais cette 
équation , obtenue dans le numéro oyf, sous la forme 
la plus générale , n'est encore qu'un cas particulier de 
ce même degré , dont la formule est ^ 

Af + Bxy+Cx* + Dy + Ex— F (1) : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qu'on 
peut, sans en diminuer la généralité, l'écrire 'ainsi : 

- ■ B . c _. ■ D , E ■ F ' 



m mi,,l* 



{*) J'ai tracé la marche féconde et uniforme de la première Ae cet 
méthodes dans la Préface de mon Traite du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en conpaUre pi a» 
particulièrement l'application, tr6uveront'dfe quoi satisfaire leur goût 
dans le Recueil de diverses propositions de géométrie, etc. publié' 
par Puissant , professeur très-recominançUble „ maintenant à l'JÉcol* 
militaire de Fontainebleau. 
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et faisant pour abréger 

B , C D , E F- 

A = b > A = c > Â= d > A= e > A=f> 

il en résultera 

y*+ &ry + cx*-f" dy-\-ex=f. . 

Le moyen qui s'offrele premier pour déterminer les cir- 
constances du cours des courbes cherchées, c'est d'exa- 
miner la marche des valeurs de l'ordonnée , par rapport 
à celles que l'on peut assigner aux abscisses, et pour 
cela de résoudre, l'équation ci-dessus, par rapport ky. 
En opérant ainsi , on trouve 

• ■Ci » « 

■ ■ 

*=?— ! (**+ à) dri {/4 {f— ex — ex*) + (bx + d)*. 



* » • 

Développant la quantité qui est sous le radical, et l'or- 
donnant par rapport à x, il viendra 

y ' ■ " ■ i ■ n i; ■ 1 '. ! ' , » 

J .2 

Faisant pour abréger 

on aura r -_> - 

y » o — : T^ r • 



a-; 



Onvoitd'abordque la Valeur de j est composée dedeux 

parties, dont l'une, exprimée par — j— A est l'or- 

donnée d'une ligne droite ayant pour. équation 
v = — \bx — {d, qui se construit en prenant sur 
Taxe AC, au-dessotos de ■ AB , Jig. 46 , une partie FlQ ,/^ 
AD = £ d, et menant par le point D une droite jD£, fai- 
' eantdu côté des x négatifs un angle DEAydonl la tan- 
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gente soit égale k \b (87) ; ensorte que AP étant x , 

JWsera^ «-. Il est évident maintenant que pour 

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de PN f tant au-dessut 
qu'au-dessous de la droite DE, des parties NM et NXt 
égales à •■""■' . ' 

\ J -| \/p — ^ a/ix :~ mx* , 
puisquon aura par ce moyen 

PM't±:-^% (fer-f-rf) — £ \/p — 2/ix. — ma*. 

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager «m deux-parties égal e^ 1©S lignes menées pa- 
rallèlement à AC } entre deux points de" la courbe cher- 
chée /et c'est pour cela qu'oft ïxrî à donné le nômcfe 
diamètre', mais il y a cette différence entre la lighe'lW? 
et les diamètres du, cercle,. qu^-çeux-ci rencontrent à 
•angle drofrimrteyfes lignes qu' ils divi se nt en -deux parti?* 
égales, tandis que la première le fait obliquement : .ce- 
pendant on verra bientôt que ces" deux circonstances 
dérivent- d ? tfl» mêmtf loi.' •->. î 

lia, L'équation ci-dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pou r ordonn ées leèr droites NM et NM\ 
c'est-à-dire en faisant 



"-"■^ -.,- T! ; •^'"^.^i.'^'' ''''•'■' < ' 



■ * * • 



f <. 



1±X. "f>\' 



iï viendrait alors ' * '**"■* 

... 4 ■••**., « • , 

.* .7 J .-• ! 1." • ••' 4 • — — • ^ 

mais les absdîsses^tP ne seraient plus comptées sur- lé 
ligne de laquelle partent les. ordonnées. Pour les raifte- 
uer à oct état , "lt faut las prendre «ur le diamètre D& < 



t'est ce qu'on effectuera* en posant ZMV=$ ; et en obser- 
vant que si Ton tire DO parallèle à AB , on aura 
Dp = DNcosD = s cosD. 

L'angle D est le même que l'angle £, dont la tangente 

est ±a ; son cosinus est ... - = — -===r(p.3i); 

et puisque ^P —DG , il en résultera 

3? = — ^rr=. OU X =5 0£ * 

« ■ * ■ 

an faisant, pour abréger, 

s 



— <7- 



La valeur de x étant mise dans celle de t , on trouve 
l'équation 

qui doit exister entre $ et t , ou entre les droites DN et 
NM y pour chaque point de la courbe , et qui est par 
conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
DN et NM. Celle-ci , quoique plus simple que 

y % -f- bxy «+• ex* <+• <fy -f- cap =/"* 

•st aussi générale, puisque les transformations effec- 
tuées jusqu'ici, n'ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L'expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal du second degré , ne saurait ayoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité p — nnqs — mq % & sera po- 
sitive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

il3. Je suppose d'abord que la quantité designée 



i 



L. 
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par 77» dans le n°, 1 1 1 , soit positive , et je mets l'ex- 
pression p— 2/195— tjw/V sous la forme 



\ ma* mq J * 



mq*\ 
n v mq* mq 

pour n'avoir plus à considérer que . celle-ci : 

p an 



mq* mq 



s — s*. 



de laquelle on peut faire disparaître le terme où s n'est 
qu'au premier degré , en prenant 

$ = w — — , (Elém. d'Algèb. 209) 

et après la substitution et la réduction , elle devient 

pm + n* x _ * 

m*q % 

Pour savoir ce qu'est u , il suffit de construire sa va- 
leur en s ; et l'expression 

u=s-l =Z?iV-f 

mq mq 

montre que l'origine des u doit être placée en arrière 

de celle des $> à une distance OD= — , parce 

' mq r 

qu'alors 

DN=ON — OD=u——. 
Cela fait, on a 



!/»<•{=£-- <••} 
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et on voit que l'expression de t sera réelle, .tant que 

A. 

... ^ pm+n* 
qu'elle sera nulle quand 



» — P m + ** „, ... i^l xpm + w? 



i^ 



u = — r-r— * ou „ a a 

Ces dernières valeurs indiquent donc les- intersection* 
de la courbe avec le diamètre DE\ et en, les portant 
de chaque côté du point O , à cause de leurs signes , 
on obtiendra les points 1 et f placés à égale distance 
du premier. 

.Au-delà de ces points , la quantité 

P m + n% a» 



*#*a 



nfq 

devenant négative., les ordonnées t seront imaginaires, 
la courbe n'aura aucun point correspondant aux abscisses 
plus grandes que OJ et O/'; elle sera donc renfermée 
dans l'espace compris entre les lignes J£Tet TH\ menée» 
par les points / et /' parallèlement aux ordonnées. 

114. Les deux valeurs de t en u ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes soit qu'on prenne. u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abcisse ON f = ON, 
répond l'ordonnée N'M" égale à KM'- et placée en sens 
contraire^ ensorte que les triangles M"N f O, etM'NO % 
sont égaux, et que par conséquent la droite M' M" est 
partagée en deux parties égales au point O. Cette pro- 
priété dont le point O jouit par rapport à tous les 
'points de la courbe , lui a fait donner le nom de centre. 
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11 5. Lia forme de la courbé que représente l'équa- 
tion entre t etu, se reconnaît aisément par la construc- 
tion de cette équation ; et pour l'effectuer je fais d'abord 

il vient 

Prenant alors </ pour Ici rayon d'un cercle ayant son centré 

au point O., u pour l'abscisse , le facteur \/a' à — u? 
exprimera l'ordonnée de Ce cercle , élevée perpen- 
diculairement à OL À Tégardi du facteur £ V m^% 
il ne doit représenter qu'un rapport, si l'on veut 
avoir égard à l'homogénéité des expressions (71); 

V 
je le désignerai donc par —7, et j'aurai par conséquent 

2* — Z ™7*, * = ^ > d ou je tirerai 

. •. • • ' 

- l •- .•'•.'■• 

On voit ainsi que l'ordonnée TSM s'obtiendra e* 
cherchant le quatrième terme de la .proportion : 

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de t , on la por- 
terai le long de la ligne MM' > tant au-dessus qu'au-des- 
aous de DE , à x cause du signe rfc. 

Il est évident que la courbe résultante de cette cons- 
truction sera fermée comme le cercle, et ne s'étendrAque 
dans l'espace compris depuis u=.çf .jusqu'à, u = — '■<{+ 
puisqu'au-delà de ces limites , le radical , ou l'ordonné* 
du cercle , sera imaginaire; 
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Laplu3 grande valeur que puisse avoir l'ordonnée t i 
est visiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
u = o ; on a dans ce cas 

prenant donc les droites OL et OU égales à b', les points 
L et II seront les limites de la courbe dans le sens de ses 
ordonnées , comme les points J et / le sont dans celui 
des abscisses. 

116. Il est important de remarquer que si la quantité 

représentée par a /a était négative, le radical \/a'* — P 
demeurerait toujours imaginaire , et l'équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a'\ qui est*— X-^-, on verra qu'elle serait 

négative si p étoit affecté du signe — , et qu'on eût en 
même temps pm > ti*. 

Quand dans ce cas pm±=n*, il vient (1 15) a r ~o , 

u 

b'z=zo ; mais on a toujours -7 = £ \/mq* , et par con-* 

séquent 



m 



équation à laquelle on satisfait en posant t=zo, u =b : 
On peut donc dire que la courbe se réduit alors au seul 
point O , où t — o , tt=o , et que ce point est la limite 
vers laquelle tendent, à mesure que les diamètres ifr 
et LL f diminuent; les courbes données par l'équation 
ci-dessus « : • 

En élevant au quârré les deux membres de l'équation 

elle se change en 

Trigonométrie. I* 
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et en 4 m * a ~h ™*<7 a ^ a — P 7 ^ — ra a = o. 

Lorsque p est négatif elle devient 

4*»** -f- m % q % u* *\- pm — «* = .; 

et quand pm^fi? son premier membre étant la somme 
de trois quantités efesentieilementpositives, puisqu'on sup 
pose que m est aussi positive , ne peut devenir nul que 
dans le cas où l'an aurait séparément les trois équations 

4m*=±o y my^'cro, pm — n* = o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant t =0, 
u r= o ; mais la dernière exprime une condition sans 
Jaguell* la proposée pej: tout-à-fait absurde, 

117. Je suppose à présent que m soit négative ; la 
quantité p — sinqs — mq*s* deviendra 

271 

on fera disparaître le terme ' s , en prenant 

s = u -f ; et la quantité — - , qui représente DO , 

vie. fa J$g- 47i a y ant i c n e signe +>,se portera sur ïa partie DF t 
affectée aux abscisses positives. Qn aura ainsi le centre O, 
•t l'équation proposée deviendra 



f ■ 

posant^-~^-==±:a ,a > selon que la quantité pm — n* 

h'* 
sera positive ou négative,, et faisant toujours \jnq % z=z -^ 



on obtiendra 
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V 

Cette équation paraît renfermer 4eux c^ distincts ; 
elle ii en contient cependant qu'un seul ; car si on élève 
tes deux membres au quarré, on en déduira .-...^ 

d'où a'H*-+-b'*u*^JÏit*b*, 

équations qui ne différent l'une- de l'autre que £arcè* 
que dans la seconde, */ et retiennent la place tfu'oècupent 
V et u dans la première, et réciproquement; il suffit dqnc 
d'examiner ce que signifie l'une d'elles. 

Je considérerai en particulier la seconde : on en tire 

$ = ±1-71/1**— d*\ 
a 

l'ordonnée t se cjojasiruit en cherchant une quatrième 
proportionnelle «aux trois lignes r '.% 

a', ^ et i/u a — fl^i - V 



. I" IV 



dont k dernière est une îrtojrémie propôrtioiraeile entre 
» — ç rf et a +#' , et ne>se trouve ré ëi le qu'autant que» 
ïi>c! . La courba cherchée n'a donc, depuis w=o jus-* 
qu'à u=4» a ' > e * depuis u=o jusqu'à u=— a', aucune 
ordonnée réellfe ; et comme u = d*éî ttt=— a' donnent 
ég2lôn*eatt= , il en résulte que cette courbe ron-r 
4anii& te diamètre I?£ aux poiriti /et /* , où se terminent 
les abscisses OJ et O/' égales :£»i, niais' qu'elle <*& 
s'étend point entrer les droites Iff çt /'//'. 

Au-delà des points /et /, on a u^>a\ soit positive- 
ment y soit riégàtiremeHt, l'ordonnée t augmente sanir 
cesse t et rien ne Smite te grandeur à laquelle elle' pebt' 

La 



\ 
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atteindre. D'après ces considérations, il est visible que 
le cours de la courbe est pareil à celui des lignes Klk , 
K'ÎU ', séparées par l'intervalle //, et dont les branches 
IK et Ik , rK et Ik\ s'étendent à l'infini. 

Si l'on considérait cette courbe par rapport à la 
droite LIS, c'est-à-dire en prenant t pour l'abscisse, et 
u pour l'ordonnée , son équation donnerait 

Dans cette forme, u ne saurait devenir moindre que OI 
et Oî y et la courbe ne rencontre point son diamètre LL'. 
Il est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à 

doit appartenir à une courbe QLq, tyL'q' de la même 
èspèfce que Klk , K'fk', mais tournée par rapport au 
diamètre LL' des t , comme celle-ci l'est par rapport au 
diamètre // des u. 

118. Si Ton avait a' = o ou pm — » â =o (117), 

l'expression de t se réduirait à t = ± \/mq*u % , et 
donnerait les deux équations distinctes 

qui ne représentent que deux lignes droites menées par 
le point O. Pour les construire onprendraà volonté un» 
abscisse OR; û viendra 

t = ±.±OR.q\/m, 

et portant cesvaleurs de R en S etenS', on tirera OS %% 
OS', qui seront les droites demandées. 
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Je vais comparer à ces droites , la courbe Klk , en 
prenant pour une abscisse quelconque ONz=iu 9 la 
différence MF des ordonnées correspondantes NM et 
NV- La première étant exprimée par 

_j ' — i / — a'* 

i \/ mq % . v/u ft — a 7 » ou ±qu X/mÀ/^ i — — % 

et la seconde par i .... 

j qu y m j 
j'obtiendrai r 



V 



k/ 




La différence i— - 1/^ "**— -f devient plus facile à ap- 



précier 'lorsqu'on développe l'expression 1/^ i 

or la racine du premier terme i , étant i y on fera 



i 



\/ 



a'* 



et on aura 

u 

mais plus on supposera u considérable, plus la fraction 

— sera petite , et moins la racine i -f» z différera dfe 

l'unité. En négligeant donc, suivant la méthode dbnnée 

en. Algèbre , n° ai5, z* dans l'équation ci-dessus „ on 

aura 

c£ 

au a " 
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'■ Pour approchât erisuite davantage de cette ta- 



V* 



leur > on fçra 2= 4-z' et on calculera sembla-* 

blement z\ qu'on trouvera — -g-- et ainsi de suite (*). 
0n aura donc * ■■' 

d'où on voit que plus ù augmentera, plus MyP" diminuer^, 
mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de* )à que plus la eoûffye s'éloigne du point O, 
plus elle s'approche des droites OS et OS', sans néanmoins 
pouvoir léè rencontrer; ensorte que ceç droites sont lei, 
limites des parties KJk et K'fW de la courbe proposée, 
çjùi ne_peihcent jamai^,§ortir de l'angle SOS ^ et jde,son 
opposé par le sommet. 

119. Dans le cas oùm = o, on a simplement 



* 

pn réduit la quantité qui est sous le radicale tin seul 
terme, en faisant -, , 

p 

et-, par. ce moyen, il vient 

P=x:d£\i )/swqu ou t=z±:\/7u rt >... . 

* * * » 

en représentant £rtqr piâr e'. On voit aisément que cette. 

("*) On peut aussi tirer ce développement de la formule du b^ 

uome. 

t ■ • •.•■<•. 
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équation, donne t = o en même temps que u = o , et 
que par conséquent le point du diamètre DE 9t fig* Jfi , F » c * 4& 
sur lequel on a pris l'origine des u, appartient à la courbe 
cherchée. Polir trouVer ce point il faut faire u=o dans 
l'équation' » , 

iici=-£ s, 

anq 

p0déeci-desfus;oa obtient sri-^- , êten portant cette 

quantité sur DE, du cété des abscisses positiyes, on aura 
le point /, où la courbe proposée rencontre DE. 

Si 1£ quantité e' est positive , on ne pourra prendre u 
que positivement ; niais rien. ne limitera sa, grandeur, 
non plus que celle ae t , eqsorte que la courbe doit 
s'étendre à 1 infini de ce côté seulement , ainsi que le 
marque la ligne fl/r. Elle serait totlrnére du ëôté opposé 
si e' étaft ttêgatff , pëfeë qu'il faudrait alctrt 'prendre u 
négativement. 

I/é\jùatî6ri a=± y eu se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l'abscisse IN= u et une 
droite égale, a e f \ îe résultat est l'ordonnée NM } qu'il 
faut, ici comme dans les cas précédons t porter tant àu~ 
dessous de DE qu au-dessus. 

Il faut remarquer que l'équation primitive 

t = ±: \ Vp-r 2rt ?* 

se ré&u'lt à<>~±;il/jf, quand nf=c5, pttrcè qti'alors 
la courbe Considérée dans eet article se -change ed 
deux lignes droites $. menées parallèlement à l'axe des 

ts à une distance W^Pi ***** ihé-déssous <jti'au-âessûé 
de «et artê. -Ces déu* lignés se rëpprdctetat de l'axe 
à .mesuré qtfe p dhT>Ènue,së rendissent sur cet stkë 
quand pintOj et il détient cUrts ce cas U lielKd.d 
l' équation proposé*. 



/ 
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iao. D'après ce qui a été trouvé dans ies n QS pré- 
cédens, l'équation 

y* -f- bxy + ex* -\-dy -±ex = f 

ne peut prendre que Tune de ces trois formes : 

t=: ±:-7 y/V a — * u*) [a'H* + V % u % == at % V* 

a fou, en faisant! 

*= ±^7 \/u*—a'*) dis P araître (iV-o^=^ 
a lies radicaux A 

t=±. )/7u ) [ ?=ze'u, 

selon que m est positive , ou négative , ou nulle ; elles 
répondent aux cas ou la quantité 4<>— £*> qui revient à 
^AÇ — i? a (î 1 1) est positive , négative , ou nulle ; elles 
•ont comprises aussi dans la seule équation, 

t = ±: i \/p — Qnqs — mq V. 

Les courbes représentées par la première, qui rentrent 
sur elles-mêmes, et qui comprennent un espace fermé de 
toutes parts (î 1 5) > sont désignées sous lfe nom à' ellipses* 
Celles que donne la seconde, composées de quatre bran- 
ches infinies formant deux parties séparées (117), se 
nomment hyperboles % et les droites entre lesquelles elles 
sont renfermées (1 18) , asymptotes. Enfin la troisième,* 
équation est celle des paraboles (1 19). 

Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 

Ay* + Bxy + Cx* + Dyt*~ Ex = F, (1) 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux coeffi- 
ciens A et C sont nuls; car -quoique les transformations 
opérées jusqu'ici deviennent illusoires, quand A — ç>> 
l'équation contenant x* , quand C n'est . pas nul , 
peut être résolue par rapport à cette quantité , et 
les formules des n os précédées servent encore , en y 
changeant^ en x et x en y, c'egt-à-dire en fei-* 
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Mut' de l'axé des ordonnées celui des abscisses 5 mais 
le cas où A et C sont nuls tous deux , échappe entier 
rement à ces formules, parce que .l'équation (1), ré* 
duite alors à la forme ' 



■ * 



. -#» 



V A 



Bxy + Py -f- JEx = F, 

n!est plus que du premier degré, par rapport à cha^ 
cune des coordonnées x et y.'f'A. &kà$* donc y$ 
çxamen à paru ,, N . . ;. :VJ>- . . :; 

- Je mets cette- dernière équation. soùô Ja forme . 

• *. • . 

•• xy +dy+ex=f >t 

ce qui n'en diminue en rien l'étendue , et j'en tire 

y-~~x~+z l ; ~ 

l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. 
""'(Si' Ton fait d'abord jr= 6, on trouve ■» ■ i - : :;; -" 

f •* 

e • , .-«t» 

•telle est l'afesteisse dû point E ïfîg. 4p ou la fcoùrlfc r, °- fo- 
cherchée coupe Taxe des abscisses U AB\ et' éllfe ^aâftë 
ensuite au-dessous , puisque y devièntf 'âé'^àtif quàfifd 

x> -. Quand 07=0, il vient jr= i, valeur qui in- 
dique le point 'F où la courbé rencontre î*a*e ACëè&y. 



uuuaicux »*. — p- t* uuumuc ^ peu ia Duuaiiauuuu uc x^ cv 

dévient o, lorsque : 'x == ; — d. Dans ce 4 cas', ' là'VâlëuV 
munie qu on trouve pourjf montre que Ta courbe ne 
saurait atteindre" la "droite * GS menée 'kyr l'abscisse 
dQ '= «• d ,. perpendiculairement à VntjiB." ' 
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■ Lorsque « continuant à être négatif , l'erfiport» 
*>ar d, la. valeur do y change de signe ^ mais en coin- 
«tnoant pu être 'plus glande que telle quantité qu'on 
voudra; on voit donc par là qu'il faut prendre bu» 
dessous de AB , de l'autre côté de OS , une branche 
Kf semblable à Kl , mais allant en sens inverse , c'est- 
à-dire se rapprochas t de AB k mesure que Tabsciss» 

■Mgtfiente négativement. ■ ■" ' 

II reste à savoir ce que devient y à rnesuTe' qu'e* 
augmente^ --«rit pœltivetiitmt , soft- négativement -^et 
pour cela je divise par x les dtux termes de J'ex- 
pression àey: il vient 

■' ''=■■'•' /-. -"'■'■' 



résultat qui tend, sans cesse vers y = -»- a , à mesura 

que les fractions ■£ et- diminuent, ou que x augmente. 

Tirant donc à une distance AB=o, au-dessous de AB, 
. - MS& parallèle à cet axe , on aura une limita de laquelle 
ta franches Ih .et ,I'X .s'approcheront sans cesse; ej 
par conséquent;, les. parties A/A et K'I'k' de la courbe 
cherchée, ne sortiront jamais de l'angle SOS 1 et de son 

oppbM. - v '■'■', ■■ l- ,m '* 

,.-^ qu'on vleji* da voir suffit pour montrer l'ana- 
logie qu'il y a entre la' courbe que je considère main- 
tenant, et celle M qui est nommée hyperbole; il serait 
.rnÉrae facilc.de chatoyer l'équation de celle-ci qpna la 
pj;qposée, lu. prenant. pont axe des coordonnées'^ les 
' jjsymptotes indiquées dans le n° 118. Je ne m'arrêterai 
point a- ces détails, devant revenir sur ce sujet par une 
méthode pïus^genérale (139). Je me bornerai a mon- 
trer que si on prend dans l'exempte actuel des coor- 



■ ■• • ■" « • < ■ f 
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flôtefts partant dit pàint O , où se TèncoBtrent le* 
atym£tote» ©S* tt-'JZS', eii faisant 

fèqiiÉffion projpbWê devient 

fotiïre sous laquelle oir Voit bientôt Çttê !e* deux Bràih- 
ches sont semblables; : 

i4i . Ch$cunëdé çeséqyâtiônVp^^trédûîïeilaformâ 
fa plus simple ; mais les coordonnées. n*y sont pas per- 
pendiculaires entre elles comme dans lis équations de la 
ligne. droite et du cercle dont i'ai fait us^ge jusqu'4 
présent : cependant, .la. situation de^ .ordonnées est liée 
à celle des abscisses par la condition jque les première^ 
sont parallèles à la drpite qui touche la courbe à 1 extre^ 
mité de son diamètre. Pour s'en convaincre , il suffit 
observer que les point8:3f etM',jig. £6 y47, et 4& >. 8 * 
confondent en un seul aupoint /, circonstance f qui ffjrme. 
|e caractère essentiel des ;points. d,a contrat ;0. o 7) J Ifo 
eÇjet, la somme ,4es, deu,x .ordonnée? ; pu ^distance de.3 

ptithtÀ M et M " f étârit 'exprimée pâir^-f \/c(*—u* ' jpôitf 

l'ellipse, par — r \Zti a ^â u £oûr l'hyperbole , et en&V 

P^r ïtffi'n ponj la parabiole, devient nuJ^e fy auj)ojiot/, 
pu:Hpna,u^:a / p^uïlesdéuxpwmièceswurbe», eizc=o^ 
pour la troisième:.;.,,.. ... , . /.. . „.. . 10rS -': .-,. . •-; ,.<. , r 
. .L'equatiorj des ellipses étant ^ynl é triode ^ par rap-h 
port aux deux indéterminées- * et u , de«àaniètequel>^ 
pression de»u en £a lainêrâe forn^fft^'crfled^ibnw, 01* 
pourrait prendre aufesi les tpour abscisses* j. -et les a- pour 
prdoimées, et on tôrrait'^tie le, diamètre //' yifig~4&**n.q# t 
fat^irmême parallèle à fa'târigente mefléèçasle point I, < 



17» APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

Les droites //' etLL' jouissant tontes deux des mêmes 
propriétés, se nomment pour cette raison diamètres corir 
jugués. Il est évident que dansfle cercle , les diamètres 
conjugués doivent être perpendiculaires entre eux , 
puisque la tangente menée à l'extrémité d'un diamètre 
■ quelconque lui est perpendiculaire : le nombre des dia- 
mètres qui jouissent de cette propriété est infini pour le 
cercler. Il n'eiMstpas de même de l'ellipse ; mais quoique, 
pour cette courbe , l'analyse précédente n'ait fait 
découvrir; que deux diamètres conjugués, se coupant 
obliquement, elle en a néanmoins toujours deux qui se 
rencontrent a angle droit , ainsi qu'on le verra plus bas. 

"Si l'on t'approche ce que je viens de faire sur l'é- 
quation générale du second ordre, de ce qu'on a tu 
dans les numéros 87 et g4? pour la ligne droite et pour le 
cjprclé , on reconnaîtra que l'équation d'une même ligne 
prend des formes très-différentes , suivant les coordon- 
nées auxquelles on la rapporte. Il peut donc être utile de 
savoir changer ces coordonnées, afin de pouvoir passer 
i celles qui donnent pour la ligne proposée , l'équation 
1* plus simple Vèt". je vais 'chercher eiP conséquence les 
formules générées pour changer les coordonnées d'une 
courbe en d'autres- situées d'une manière quelconque % 
t*nt p%r rapport aux preinièrès .qû'enljre elles» v ; 

\ 

iad. Le pins grand changement qu'on puisse appor- . 
ter dans le^yst è iirtrdes coordonnée* '/sans cesser de les 
prendre droites et respectivementparaHèlesà deux lignes 
fitfes, consistera leur donner une nouvel]© origine et 
d'autres directions* J'eiribrasserai tout de suite' ce 
cas général, et je* supposerai qu'on se propose d'ex** 
primer le&Vadejirfrdes coordonnées AP = x , PM =;y „ 
K$9'fig* 5o , relatives aux axes AB et AC , par deux autres 
coordonnées 40* P" = t, P" M =3 u , rapportées aux 
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*Xes A^'B", A U 'C, dont on connaît la position à l'é*. 
gard des premiers. , , 

Ayant mené par la nouvelle origine Al* les droites 
JTBf et jfC ' , respectivement parallèles à AB et à AC 9 
les distances A A! et A A 9 seront données par l'hypo-? 
thèse , et en les représentant par 4 et par fi , on aura T 

AP =fc jfP + AA = A"P + a, 
PM=P'M+ A! A" = P f M + j3. 

Tirant ensuite parle pied de la nouvelle ordonnée P*M f 
les lignes P"Q et P"R , lune parallèle à AÈ et l'autre à 
,/fC, on observera que puisque les axes .A"/B ff et ^"C* 
sont donnés de position à l'égard de AB etAÇ, on doit 
connaître tous les angles des triangles A^FR, P^MQ* 
ou , ce qui revient au même , les rapports de leurs côté» 
homologues : faisant donc 

A m R _ P"R _ • 'P*Q^j <?**_ 

—^ — ro, {J p-p— n % p»M~ P ' P"M 

tin aura 

A*'R = m. ^"' J>* = mt , F'fl = » . ^"J* = n* , 

/>"Q = p . />*3f = pu, ÇifeT = 9 ! J*M = qu, 

d'où on tirera 

A nf P , = A f,f R -f P"Q = m* + pu, 
FM =zP"R + QM~ nt + qu, 
et enfin 

x = AP ^zA^P* .+ * = mt +.pa -f- a, 
y = JPilT = /"M $- fi s=s tU ^ gu '-f-JÏ. 

* » « - . • 

. Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées xety> faisant rentre elles un 
angle quelconque , lorsqu'on les exprime par d'autres 
coordonnées du même genre , mais sityées comme on 
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poudra. Voici maintenant comment on en déduit celle* 
qui conviennent aux différens cas parficutièr$ qui peu- 
vent se présenter. ' 

i°. Si on supposait lés nouvelles coordonnées paral- 
lèles aux premières , et qu'on ne fit que changer la posi- 
tion de l'origine , les lignes jf'C* et A U 'C se confon- 
draient, ainsi que A a, B" e * A"R f YP& ^f^ P^ consé- 
quent 

■ ■ • — 

-m—i, n^=o, p=o, et <7=i> 

* • . ■ ■ . . » .■ » 

et il en résulterait . 

ce qui! estTatcile été voir à priori t - puisqu'alors ArP w ei 
APP* se confondraient , ainsi qiïe P"M et P*M* 

En égalant à zéro ou « ou j3, on conservera dans sft 
place ou Taxe AG, oul'axe AB; . 

a°. Si on ne voulait changer que la direction des axes 
AB et AC, et qu'on laissât toujours l'origine au point 
A. , les lignes A m B r et A m C tombant dans ce cas sur AP 
èi sur AC,* on aurait eh même temps 

* = o et # = o , 

ce qui donnerait 

x = mt + pu , yznnt-j- qu. 

On voit qu'en supposant m = î et n = o, d'où il résul- 
terait x = t ^ pu j y=p. qu y on ferait coïncider la ligné 
A W B" avec A m B\ et que par conséquent on n'aurait 
changé que ladirection de l'cfrdonnée ; on prouverait dé 
même que x = mt et y == nt -f- u soat ksi valeurs, de x 
et de ^ , relatives au changement de. la direction des; 
abscisses. r . u 

ia3. Il faut observer qu'il y a entre les quantités m / 



fr* J* $\<f> «pi dépendent de la direction de* .nouvelle! 
coordonnées, une relation nécessaire , en sorte qu'on ne 
peut les prendre toutes les quatre arbitrairement ; car 
ir, connaissant l'angle des axe» primitif *jl m B' et JTC 
on.se donnait encore les angles B"A m B r et CA*&\ la 
£o$i{iondes nouveaux axes JT&* et A m Ç f i serait entiè- 
rement déterminée par ces trois choses. Lorsqu'on pas- 
sera d'un système connu de coordonnées à un autre sys-> 
tème également connu , les quantités ih ^ fc )'p et q , cal- 
culées suivant leurs* définitions ; awrorif entré elles la 
relation dont onvient'de parler ; mais il suit dé ce qui 
précède , que la position de l'origine étant donnée , on 
ne peut déterminer \sl direction des nouveaux axe* , de 
manière à satisfaire à glus de d^ux conditions différentes, 
«t que dans les expressions x = mt -}- pu -f- ** 
y=mt+ </u-f- ]8, Wquântitésj? et y, t et ù, ne sau- 
raient être les coordonnées d'un même point relative- . 
ment à deux systèiuefl de % caprdonnées droites et paral- 
lèles, tant que m , n,petq seront quelconques. Voici 
un moyen très-simple de trouver la relation qui doit 
exister entre ces quantités. 

Si on mène par le point ilfles droites MG et AfH, 
respectivement perpendiculaires à Jt*B' et JFÊ* r et 
qu'on suppose connus les angles Ml?È f = C JT& et 
MP*B" i= CA m BT % on aura le rapport de PM à P'G % 
et celui de P"M à P^ff. Nommant g le premier et h le 
second, il en résultera' "~ 

P f G^=zP f MX"g et P h H^P n Mxh<, 

tirant ensuite A m M % et représentant A a P f et P*j(f par 
af et /, les triangles oWiquangles^P'Af et A"P"M 
donneront * 



- •• * 






/ 
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En égalait ces deux expressions de Jl*M % > il viendra 

af*.+y* 4- agx'y = t a -f-u* -f- aAte ; 

mettant pour <xf et y leurs râleurs znt-f- pu etnt -\*qu $ 
on aura 

r 5= * a + U* +2^M. 

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la posi- 
tion du ppint iRif, il faut qu'elle se vérifie toujours indé- 
pendamment de t et de u , condition qui donne les trois 
équations 

~m % -f- n % -f* agroft tr= 1 , p*-f- <y a -f* ngpq == i > 

mp -f- flflf + £("? '+ ^î) — A. 

En cbassant g des deux premières , le résultat 

(m* + »*) W """ (P* "r* 9*3 mn=pq — m» , 
exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les quantités tn y n, pet </. '•■■-'*« 

124- On suppose le plus souvent que les nouvelles 
coordonnées u et t se rencontrent à angle droit, ainsi 
que les premières; dans ce cas, lés équations ci-dessus 
se simplifient beaucoup. Les angles MP'ff et MP tt B" 
devenant, droits, P'G ougy'et JP*lf ou hu 9 s'éva- 
nouissent; ensorte qu'on a seulement 

m a + 7i a = i , , 

P* + ?* = » t. : • ■. 

♦*'- mp+nq = 6, 

d'où on tire 

m a = î — »V />* — i — <7* f ■ '. ' 
my = i — n* — ^* -f. 7i ft 9 ft ; 
et à cause de mp = -— tk/ , il vient 

>• . - - n % -f- ç a ==i. . . , 

comparant 
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Comparant ce résultat avec l'équation m a + 11* = l , on 
trouve q = m , ce qui donne p = — n ; on a donc 
enfin 

a/ = mt^— m*, y' = nf -f mu > 

en observant que les quantités m et n dépendent* l'une 
de l'autre, en vertu de l'équation m 2 -f* n * = l • 

La figure 5i , construite pour ce cas particulier, fait figt.5i; 
voir que m est le cosinus de l'angle B' A N B" y quàMi en 
est le sinus , et qu'on a ™ 

A m P~A w R — P tt Qz=zmi—nu % 
P'M — P'R + QMzzznt + mu, 

comme je viens de le trouver (*). 

Pour changer à-la-fois , dans ce cas , l'origine dea 
coordonnées et la direction de leurs axes, il faudra 
donc prendre ~~ 

a? := ml — nu + *, , y r= nt + mu + (122) , 
en ayant égard à l'équation 

m a + n* = 1 > 

et on ne pourra disposer alors que /le trois quantités 4 
•avoir, a, & et l'une des quantités m ou n. 

125. Je vais exposer maintenant les simplifications 



9 

(*) Rien ne serait plus aise' que de changer, non-seulement ici , 
mais encore dans tout ce qui précède , les dénominations des lettres 
m y n , p et q, en sinus on cosinus des angles compris entre les axes 
des coordonnées , et on aurait alors les formules rapportées dans plu- 
1 sieurs ouvrages, qu'on a publiés après les premières éditions de ce* 
lui-ci ; mais la notation que j'ai adoptée, abrège les expressions, et con- 
serve mieux l'élégance analytique. CW sans doute par cette raison 
que Lagrange et Monge ont généralement préféré, dans les transfor- 
mations de coordonnées , que renferment leurs écrits, de simples dé. 
nominations littérales , aux lignes trigonométriques , que d'ailleurs 
Euler avait introduites dans ces calculs dès 1748* 

Trigonométrie. M 



*; 



\ 
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qu'on peut apporter à l'équation générale 

Af + Bxy -f Cx % + Dy + Ex = F (1), 

par le moyen de la transformation des coordonnées , 
en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires 
entre elles. 

Si l'on fait 
WÊfp = m* — nu-f-*> y = nt -^f- mu -f- £ , 

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'équa- 
tion (1) sera encore une équation complète du se- 
cond degré , en u et t \ mais comme on y aura introduit 
trois quantités arbitraires , on pourra s'imposer autant 
de conditions , qui simplifient ce résultat : égaler , par 
exemple , à zéro, les coefficiens des quantités ut y t et 
u , afin de faire disparaître les termes qui en sont 
affectés : on obtiendra alors une équation de la forme 

A't % +Cu % = F' , 

semblable aux deux premières du n* 1 ao. Cette forme 
est remarquable, 1° en ce que les deux valeurs de! 
étant égales , et de signes différens, il s'ensuit que 
Taxe des nouvelles abscisses t est un diamètre (m); 
q° en ce que chaque valeur de u » prise positivement 
et négativement, donnant les mêmes valeurs pour*, 
il- en résulte que l'origine des u , placé» sur le milieu 
du diamètre, est le centre de la courbe (n /Q. 

Le calcul devient plus simple , lorsqu'au lieu d'ef- 
fectuer en même temps, par les expressions ci-dessus t 
les changemens d'origine et de direction des coordon- 
nées , on transporte d'abord les axes parallèlement à 
eux-mêmes. Si, pour cela, on prend seulement 

x=zx' + *, y=y+0 $ 
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l'équation (1) deviendra 

*f JP+Bd&+Cct*+D$+E<t = F 7 

Les quantités «et]3 étant toutes deux arbitraires , 
on peut en disposer pour faire disparaître les termes 
affectés de a/ et de y\ en posant les équations 

zJP + B* + #5=0/ aG«-+^ + ^ = o f (a) 

desquelles on tire 

*~ 4AC—B* > *~ 4AC—B*' 

H ne reste plus après cela dans l'équation (â) , que 
les termes affectés de y'* { a/y, a/% et des termes in* 
dépendans des coordorinéea x et y r ; ces derniers sjô 
déduisent à l'aide des équations (a). En effet , multi- 
pliant la première de celles-ci par |3, la seconde par & % 
et retranchant leur somme de l'équation (2) , après y 
avoir supprime les termes qui doivent s'évanouir, il 
viendra 

Ay'* + Bx'y +Ca/*^A& % ^B*f> : ~C** = F. . . (3). 

* 

Je plàoé à présent lea axes des coordonnées dans 
une nouvelle direction, mais toujours à angle; droit, 
en prenant (n° précédent) 

a/s= mf— -nu, y :== nt *f- mu ; 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3)^ 
là changent en 

-J. [2(i-Qmn -f J?(m a ;— /i a )]u* ( 






4. [^-^mn + C/i^u 1 ^ 



Ma 
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu'à 
l'équation m a -f- n* z=t 1 , il en reste une à déterminer, 
et j'en dispose pour ôter le produit ut, en égalant à 
zéro son coefficient , ce qui fournit l'équation 

a(^_ C)jAn + B(jn*— n*) = o (m), . 

Faisant ensuite, pour abréger, 

An* + Bmn + Cm % = uf 

Am*— Bmn + Cn* = C 

AP -f- B*$ -f C* a + F= F', 

Téquation (4) devient 

et prend ainsi la formé demandée , en supposant toute* 
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m 
et 7i , qui sont données par des équations du second 
degré. 

126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison- de* 
équations * 

a (^— . Q mn 4. B (m* — n 1 ) = o 

m a + 7i* == i. . 
La première donne 

B(m*—n') 

» ■ i' 

ci on fait (C =^, qu'on élève au quarré la va- 
leur de 77î7i, qu'on en chasse 71*, au moyeu de l'é- 
quation m* -\-n*z=z\ y il yiendra 
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d'eu on tirera 

puis n ft =^r r -- ' 



mettant au lieu de y la quantité qu'il représente, et 
substituant les valeurs de m* et de n* dans l'expres- 
sion de mn, on trouvera, en n'ayant égard qu'aux 
signes supérieurs des radicaux, 



n* 



71171 



a-l/(C— Ay + B*' 
B 



a\/(C—AY+B* 

Les valeurs de m et de n, tirées de celles de m* 
et de n a seront affectées des signes rh ; mais on voit 
par l'expression de mn, que ces signes doivent être 
choisis de manière que le produit mn soit de même 
signe que B, 

En substituant les valeurs de m a , n* et mn, dans les 
expressions de A' et de C, et en réunissant les termes 
qui ont le même dénominateur , on verra , avec un 
peu d'attention , que leur numérateur sera divisible par 

[/(C— Ay + B\ et que 

A' = \(C+A)+i V{C—AY + B- 

C=±(C+A) -i S/(C-Ay+B\ 

L'examen de ces expressions conduit aux conséquences 
suivantes : 

\°\ Les quantités A' et C sont toujours réelle*. 

2°. Si A et. C ont le même signe, qu'on peut alors 
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supposer + , en changeant, s'il le faut, le signe dà 
tous les termes de l'équation (1), A' sera toujours po- 
sitif , et C le sera seulement quand 

C+A > V{C-A)^ + B* , 
condition qui revient à 

(C+A)»>(C^A)*+b*, 

ou i MC> — qAC + &, 

ou à 4^C>iî a , 

et de laquelle il résulte que ^AC—B % est une quantité 
positive. 

3°. Si A et C sont de signes différent, ou que A 
étant positif, ou rendu tel, C soit négatif, il viendra 

A' = i (A-C) + i \/(C+À)>+ B\ 
C =i (A-C)-± v/(C+Ay+B*y 

alors A' sera positif et C négatif; mais à cause du signe-— 
dont est affecté 4AC, la quantité J^AC—B* est né- 
gative. 

Il suit de là que le signe de C dépend de celui de la 
quantité 4AC — B*. 

if. Enfin si 4AC = B* y il viendra C = o, cir- 
constance remarquable non-seulement parce qu'elle 
réduit à A't*=F' la transformée AT+Cifz^F', mais 
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de 4 
et de jS (page 179); on ne peut donc, dans ce cas, 
faire disparaître à-la-fois les terme» affectés de y et 
de a/, dans l'équation (2). 

127. Pour parer à cet inconvénient, je ferai immé- 
diatement dans l'équation (1) 



1 1 
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ce qui donnera 

[An*+Bmn + Cm*~\P \ 

+ \*{A— C)nm-\- B(m*— n*)>* f - 
4. [Am^—Bmn+Cri^u* T ( '* 

+ (Dn+Em)t+(Dm—Eri)u=F J 

Je poserai encore l'équation 

z(ji-*-C)mn + B (m* — n*)z=o. . . .(m), 

pour faire disparaître le produit ut ; les valeurs de m 
et de 71 , ainsi que celles des coefficiens de t % et de u% 
seront donc les mêmes que dans le n° précédent, et 
3a transformée ci-dessus deviendra 

A't* + Cu* + (Dn + Em)t + {Dm —En)u = F. 

' Pour achever de la simplifier, il reste à changer l'o- 
rigine des coordonnées, en faisant 

t=f + *', u = u'+&, 

•t on obtiendra 

jf(*+Cu'* -f (zA'et'+Dn+Em) ( 
-f (aC/S 7 +Dm—En)u' 
+ ^ra'*+ Cé' a + ( #n +#m) *'+(Z>7n— • En) 0=F 

H est encore évident , sous cette forme, que le terme 
affecté de u' ne peut disparaître quand C = , car 
F équation 

zCg + Dm— En = o , 

qu'il faudrait poser dans ce cas, donnerait $> infini ; 
je disposerai donc des deux quantités arbitraires <t 
et /S', pour ôter le terme affecté de t' et ceux qui 
tout indépend an s des coordonnées u et t y ce qui en- 
traîne les équations 

%Âd[ -i-Dn-f-Em = c , 
jf^+C^+ {Dn+Em) *' + {Dm —En)ff- F= o. 
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Faisant ensuite, pour abréger, 

nCg + Dm— En=— E , 
j'aurai. l'équation 

A't!* + Cu'* — Efu' == cv 

Pour reconnaître tous- les cas embrassés par cette 
transformation, il faudrait chercher quand a' et & 
peuvent être déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-dessus; mais il suffit, à l'objet présent, 
de considérer le seul cas où C == o (*) , ce qui réduit 
ces mêmes équations à . 

a^V +Dn 4- Em=. o , 
A'*'* + (Dn + Emy + (Dm— En) $ —F= o , 

et la transformée en t' et u', à 

A't!*^E'u'. 

On simplifie encore les équations entre a! et /3', en 
retranchant la seconde de la première multipliée par 
«&' , et en observant que l'hypothèse C = o donne 

Dm~ En = ~E' \ 
il vient alors 

&A'* f -f- Dn -f- Em :== o 



A'*'*+E:ff+ F 



= o}-^- 



Enfin l'hypothèse 6" = o, qui répond à é i AC-=.B % 9 
étant établie dans les résultats du n° précédent, les 

< ' il m ii ■ < f ■ , i . i ii n i ■ I . ' ■■ — <WM»^W»»» 

(*) Tous les autres étant compris dans l'équation, 

A t* + C'u* 5= F' 
qu'on change -aisément en 

At*+ C'uf'—E'u'—Ot 



eu 



,faisanti*=u'±:|/^, et £' = :+: Y~CF*\ 
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change en 
A' = C + A 

. / c , 'A Yâc . 

m = c+Â' n - c + a' ""^c+j: 

Lorsque Dm — £»=o, ona£^=o, et les équations 
(a' ) ne renfermant plus que l'inconnue a' , peuvent ne 
pas s'accorder ; mais par cette hypothèse et en y fai- 
sant C=o , la transformée en t et u ( p. i83) , prend 
la forme 

et ne contient plus que la coordonnée t. 

ia8. Tous les cas de l'équation générale 

. Ay*+Bxy+Cx* + Dy + Ex=F, 

sont donc compris dans les trois transformées 

A'f+CiS^F', 

A f t*=E'u', 

jff + D't^F, 

les deux dernières répondant au seul cas où 4-^£=.#% 
et la première à tous les autres. 

Les trois formes indiquées , dans le n° 1 20 , se retrou- 
vent dans les deux premières équations ci-dessus , avec 
la seule différence que les coordonnées sont mainte- 
nant perpendiculaires entre elles ; et pour cette raison 
on appelle axes les diamètres auxquels sont alors rap- 
portées les courbes que ' représentent ces équations , 
dont je vais rappeler les circonstances principales. 

i°. Si les quantités A et C sont toutes deux positives, 
ce qui répond aux cas de l'équation générale, dans les-* 
quels 4-4C— ,B % a le signe +, la transformée 

M* 



t 
V 
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donnant 



~±\/ 



F—Cu 



J! 9 

appartient à une ellipse (xao). 

?iG.5a. On en trouve les demi-axes OI et OL,Jig. 5a , en 

cherchant la valeur de u , lorsque t=o ,f t Celle de t , 
lorsque u—o : on obtient ainsi' ' 

et représentant ces lignes par a et b , on en conclut 

Jf F 1 

^ = 0% d'où ^=^T» 

7—? ^-F' 

■n + -t = i , d'où *= db - l/a*— **, 

résultat qui est semblable à celui du n° n5 , et qui 
se construirait de même. 

Le cas actuel comprend aussi l'équation du cercle , 
qui se présente quand C'=A', puisqu alors la trans- 
formée devient 

■^'O a +" a ) = F r > ou *»+**=£,, 

et que les coordonnées sont à angle droit. 

L'équation J't*+ CV:= JF* devient absurde quand, 
A r et C demeurant positifs , JF^ est négative ; mais 
elle peut se vérifier eh faisant t=o y u==o , lorsque 
i^zzro, et ne représente alors que le point où est 
l'origine des coordonnées : c'est l'ellipse réduite à son 
centre ( 1 1 G) . En mettant dans la valeur de F' (pag. 180) 
celles de et et de -3, on exprimera sans peine , par les 
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cftefficiens de l'équation (1) , h condition qe'elle doit 
remplir ponr signifier quelque chose. 

2°. Si ^ et Csojit de signes différens, ce qjû répond 
an cas où ^AC — B* a le signe — , l'équation en t et u 
prend nécessairement une de ces formes : 

jfr—Cu*=F* 9 

et si on met pour Jl et C leurs Talents en a et 4, 
il Tient, après les réductions , 

£♦£ = 1, doù t = ±\V*+*, 



p-^-=- 1 * = * S K»' 

Ces deux équations appartiennent à des hyperboles 
(120) ; mais la première est traversée par Taxe des t 
et non par celui des u , parce qu'on ne peut y avoir 
*=o : le contraire a lieu pour la seconde, 

U faut remarquer que quoique la valeur t= )/ — b % , 
qui répond à u= o , dans la seconde , soit imaginaire, 
on ne laisse pas d'élever au centre O y% fig. 53 , une per- fio. &• 
pendiculaire OL = ^6* = 6, et que, par analogie 
avec l'ellipse , on appelle second axe la ligne LU 
double de OL \ mais on en distingue , par le nom d'axe 
transverse, la ligne IT qui rencontre la courbe, ce que 
ne saurait faire la ligne LL'. 

Lorsque C'=A' les axes deviennent égaux, et l'hy- 
perbole est équilatère. 

Il est visible que quand F*= q , les., équations de 
l'hyperbole se réduisent à 

^-rCu^O, OU t=±.Uy/SÇl , 

et ne représentent plusxpie deux lignes droites (118). 






188 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

3°. Quand oa a ^AC^B*, la transformée étant 

A't*?=iEu' 9 ou i =±1/5/ , 

appartient à une parabole qui rencontre son axe IB , 
9iG.S4.Jlg. 54, à Torigine des coordonnées t' etu'. 

Quand JS^oet que les équations (a') s'accordent, 
il vient ^Y*=o, résultat qui, donnant deux fois *'=o, 
indique Taxe IB sur lequel les branches de la parabole 
tendent à se réunir, lorsque Ef diminue. 

■ 

La dernière transformée 

A't* + D't = F * 

ne donnant aussi pour t que deux valeurs déterminées, 
indique deux droites parallèles à Taxe des u. 

Enfin il est à propos de remarquer que l'équation 

A'tf*+ Cu'*— Efu'=o ( 127 ) , 

est commune à l'ellipse, à l'hyperbole et à la parabole ; 
on a la première de ces courbes quand A' et C sont 
.de même signe , la seconde , lorsqu'ils sont de signes 
différens, et la troisième, lorsque C=o. 

Le point sur lequel se trouve l'origine des coordon- 
nées étant placé à l'une des extrémités de Taxe, se 
nomme le sommet. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, 
il y a deux sommets marqués I et F , figures 5a et 53 ; 
la parabole n'en ayant qu'un seul , fig. 54 > n'a point 
de centre , et c'est pour cela que son équation ne 
saurait prendre la forme ' 

A'r+Cif — F". 

129. Après avoir reconnu par les formules des n°* 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel cas 
particulier qu'on voudra de l'équation générale , on a 
encore besoin , pour tracer cette ligne , d'établir les 
axes des coordonnées de la transformée,' par rapport 
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Vax axes primitifs , et de construire les quantités A f 
C, F' ou E \ c'est à quoi le lecteur tant soit peu ha- 
bitué à particulariser des formules générales , ne sau- 
rait éprouver de difficulté : aussi je ne pense pas qu'il soit 
nécessaire , pour des opérations qui ne sont point de 
celles qu'on pratique souvent, d'entrer dans une énu- 
mération de règles presque toujours effacées de la mé- 
moire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin ; et l'exemple 
suivant , quoique très-simple, suffira d'ailleurs pour 
en montrer l'inutilité. 

■ 

Soit l'équation 

xy+'Dy + £x=F: 
en la comparant à l'équation (1) , on en conclura 

■ 

Azrzo y B=l, Çpo, 

et puisque £AC n'est pas égal à B % % c'est à la trans- 
formée . , 

que se rapporte le cas que l'on considère. On trouvé 
ensuite (pag. 179 et 180), 

.«e»— D t £= — E, F'=zF+DE; 

puis (page 181 .}, 

- ... *• 

jjf -, - m Jj «* j 1 /V _^ ^^ i_ . 

J " ' ■**■ ■"■*- ■* a * ' *" — » » 

tt par conséquent 

i? ~\u*=F+DÈr ou t* — u* == 2(F+DE) : 

la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les 

deux demi-axes sont égaux à vA('F J + DE) , et tra- 
versée par celui des. t ( ia8). k fin; remontant, aux 
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transformations opérées .par les valeurs V 

* = *'+* y=y'+$, 

afz^mt — nu, y'=nt + mti, 

On voit d'abord que l'origine des t et des u répond au 
*ic.55.p i nt ou az=z*,*y=(i . prenant donc , fig. 55, les dis- 
tances AA= — D, JA"=i—E, le point A* sete cette 
origine. Calculant ensuite la valeur de m , ou du 

cosinus de l'angle que forme l'axe des t avec celui des x, 

i ... 

on trouvera le nombre — - , qui répond à o%5 ', et 

faisant Fangle A n A"B n , égal à o?,5 , puis menant 
jftf perpendiculairement à A m B u , on aura les 
axes des t et des u ; prenant enfin AT et ■'A^f'^s, 

]/z(F+ DE), on détermipera les sommet* I et f 
de l'hyperbole, qui est le lieu de T équation proposée. 

La même marche conduira toujours au résultat , 
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi le 
précédent, déjà traité dans le n°.i20, afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce n°, par ses asymptotes, 
.est une hyperbole , et d'en trouver les axe*. .... ,.. 

Souvent aussi on cherché quelle est la courbe 
douée d'une .propriété particulière, qu'ptf ignore ap- 
partenir à une courbe déjà connue ; rn^js alors l'équa- 
tion relative à cette propriété reritre'dans-'qBelqtiës*- 
unes des équappns.qui ont été dkgutées; c'est ce que 



montreront les questions suivantes : 



l . , . • s . -. ... r •■■ - 



î J5o, .Trouver l'équation d'ung cpurie telle 4 que si l'en 
jric 5a. mène de chacun de ses points M, ng. 52, a deux points 
fixes, F et F*, les droites Mf, eit MFV la sommSid* c*s 
lignes soit égaler. à une ligne donnée. 

.' Si on représente par sta la ligne, donnée , par ac- }a 



A LA GÉOMÉTRIE. 1J1 

jBstance FF' des points fixes, en prenant pour origine 
de* coordonnées le point O , milieu de FF', ensorte 
que OF=:OF'=c, et faisant OP=x, PM=y M 
•n trouvera , r ~ ~ 

FP = c — x, F'P==c+07. 

Les triangles PMF y PMF' 9 rectangles en P, donnant 

jtfF = V^P + PM, MF'= VWÎP +PM , [ 
on obtiendra 

MF=y'(c—xy+y\ 3fF'=v/(c+x)M-y*; . 

mais en posant MF=z, il viendra MF^aa-^s, puis** 
que par renoncé on a , sur toute la courbe cherchée , 

MF+MF' = aa, '. . 

et par conséquent : ■ - 

z=v/(c— x) a +y, aa — a= \S{c+xy+y* . 

En élevant au quarré , pour faire disparaître les radi- 
caux, il en résultera 

■■■• ■'•• . . &*=<£— aar+a^-f-y* , » 

retranchant la seconde de ces équations de Ja. première , 
il| restera 

d'où 

' iz* — — •• ex 

* — ;• 

a 

.substituant enfin cette valeur de z dans ^première ex- 
pression de z a , on parviendra à l'équation cherchée, qui 
sera, après les réductions, 

at+ c*x* = a?c* + a a ("jt* -f-j^- 
Cette équation n'étant que du second degré, ap- 
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prend que la courbe cherchée ne peut être que l'une dé 
celles qui ont été discutées précédemment \ et pour 
reconnaître à quelle espèce elle appartient, je donne 
à son équation la forme 

a*y* + (a m — c*) & = a 4 — ûV. 

• 

Etf la comparant alors avec A'f-\-Cu*^=zF r , après 
avoir écrit dans cette dernière y et x pour t et u, on 
• aura * 

d'où l'on conclura qu'elle est celle d'une ellipse, 
puisque c étant moindre que a, les quantités A', C' y F'\ 
sont essentiellement positives (128). En posant à 
pour abréger, a a — ; c* = A* , il viendra 

a*y* + b*x* = a*fr , 

d'où l'on tirera 



a 



Les demi-axes, O/et QL de cette ellipse sont respec- 
tivement a et b ; et comme ô*£^a?---c a , on tire de là 



ce qui fait voir que lorsqu'on . ne connaît que lés 
axes // et LU d'une ellipse , on peut trouver sur le 
plus grand des deux , les points F et F\ pour lesquels 
MF -f- MF —II', en décrivant clù point L comme 
centre et d'un rayon égal à la moitié du grand axe //, 
un arc de cetcle ; car aux intersections F et F' de cet 
arc de cercle avec Taxe //, on a ; • ' 

OF = QF' = \FL — OL~ y/a a — b\ 

L'énoncé 4 U problème que .je ,. viens de résoudre , 

offre. 



/ 
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bffre donc une propriété commune à toutes les ellipses ; 
«avoir : que la somme des lignes MF et MF', quoti 
homme rayons vecteurs; menées aux points fixes F et F'j 
pris sur le grand axe , et qu'on appelle foyers, est 
toujours égale au grand axe. 

i3i. Cette propriété donne un moyen très-simple 
de trouver autant de points qu'on voudra des ellipses , 
où même de les décrire d'un mouvement continu. Ed 
effet, si l'on prend à volonté une ouverture dé compas' 
FM, moindre que O/, que du point F, comme centre ; 
on décrive un cercle avec cette ouverture de compas; 
et qu'ensuite prenant pour centre le point F , et pour 
rayon la différence FM entre le premier rayon FM et 
l'axe If 9 on décrive un second cerclé , il coupera le 
premier eh deux points M et M\ qui appartiendront à 
l'ellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouvertures 
de compas , on obtiendra de nouveaux points de l'el- 
lipse demandée; et si ces points sont un peu multipliés; 
on pourra, en les joignant par un trait libre de la main, 
achever la courbé d'une manière d'autant plus exacte , 
ijue les points déterminés seront en plus grand nombre. 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande, on la trace par 
un mouvement continu, en fixant aux points F et F" les 
extrémités d'un cordeau dont la longueur est celle de 
l'axé IF\ on tend ce cordeau par le moyen d'un piquet 
M que l'on fait glisser le long du même cordeau j jus-^ ' 
qu'à ce qu'il se trouve au point d'où il est parti : alors 
il a tracé l'ellipse demandée. 

Il est utile aussi de se rappeler que là distance c ; 
d'un foyer au centre * se nomme excentricité. 

L'équation^-=±:7-t/a a — >x* fournit une cons- 

a 

tiuction par points, très-commode dans la pratique. 
Ayant décrit du centre OderêUipsedemandééjîg. 56", pitf.àft 

Trigonométrie, N 
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deux demi-cercles , l'un sur le grand axe et l'autre sur 
le petit, pris pour diamètres , et mené un grand nombre 
de rayons ON, ON\ etc. on abaissera sur Taxe II les 
perpendiculaires PN , P'N \ etc. et on mènera par les 
points R,R', etc. où les rayons ON, ON', etc. rencon- 
trent le plus petit des deux cercles , les droites RM, 
RM' , etc. parallèles à II ; les points M , M', etc. que 
ces parallèles détermineront sur les perpendiculaires PN % 
P'N', etc. appartiendront à lVsllipse cherchée. Par l'o- 
pération que j« viens d'indiquer , on n'obtient que la 
moitié de cette courbe; mais en répétant la construc- 
tion au-dessous de l'axe II, on l'aura toute entière. 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction, il 
suffit d'observer qu'en vertu du parallélisme des droites 
RM et II, on a 

on : or :: pn : pm-, 

et puisque ON=a, OR=b, OP=x, il en résultera 

PN= Vozv — op z =z y/a T ^? r 
a : b :: v/ô^â? : pm, 

d'où PM = - l/a a — x» == y. 

a J 

i3s. Je modifierai dans cet article le problème 
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de- 
via. 53. manderai qu'on ait MF' — MF= II=na , Jig. 55, 
au lieu de MF -f- MF" = aa; c'est-à-dire que Indiffé- 
rence des rayons vecteurs soit constante. En gardant 
d'ailleurs les dénominations de l'article cité , on aura 

mf= Vfp + pm % = *=V\c—xy+y*> 
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4*où on tirera 

z % = c* -»- qcx + a;* + .y* » 

4a % -+■ 4 ûz + * a = c* + flcjî + & +y ; 

retranchant la première de ces équations de la secondé 4 

on obtiendra 

y * •' / > • ' c:c — a * 
4a ■+■ 4ûz = Acx ou z = ; 

' . . a 

et par cette valeur de z , on parviendra à l'équation 

(ex — cz a V a i * é a 

J =c a — -fleaj-f" ^+J% 

qui , par le développement , de réduit à 

(c*— a a )x a — ay*=a*(c*— a a ). 

Dans le cas actuel, où c>Cj il faut prendre è a =c a — sa** 
ce qui donne _ 

1 

équation appartenante à l'hyperbole , qui jouit par 
conséquent de cette propriété , que la différence de 
ses rayons vecteurs MF et MF', est égale à L'axe trans- 
verse II', sur lequel se trouvent les foyers F et F'. 

J'ai déjà fait remarquer que cette courbe n'avait, 
à proprement parler , qu'un axe (128), mais que pouf 
conserver l'analogie, on concevait un second axe LLÏ 
mené par le pioint O , perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe , et 

l'équation i a =c a — a a , donnant c= V/V + b* , fait 
voir que pour trouver les foyers F et F' , il faut prendre 
les distances OF et OF* égales à l'hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes 01 
et OL. 

i33. La propriété dont jouissent les foyers F et F 
peut servir à la construction de l'hyperbole par points.- 
Pour cela, du point F, comme centre, et d'un rayonf 
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FM, qui ne soit pas moindre que JF , niais (Tailleur* 
quelconque, on décrira un arc de cercle, puis on pren-» 
dra un rayon F'il/plus grand ou moindre que lepremief 
d'une quantité égale à 1T , et le cercle décrit sur ce der-* 
nier, du point JF* comme centre, couperale premier dans 
deux points M et M' appartenant à l'hyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole 
par un mouvement continu, on assujétit une règle à 
tourner autour du point F*, on fixe à l'extrémité R de 
cette règle et au point F, un fil dont la longueur soit moin- 
dre que F f R de la quantité // ; on fait ensuite tourner 
la règle en appuyant contre elle, avec un style M, le 
fil RMF, de manière qu'il demeure toujours tendu : le 
style M trace ainsi un arc de courbe qui appartient 
i l'hyperbole dont Taxe est If, et dont les foyers sont 
F et F'. 

i34« Je me proposerai encore de trouver V équation 
d'une courbe telle , que chacun de ses points soit autant 
tiG.54. éloigné de la droite AC, donnée de position, fig. 54, 
que d'un point fixe F, également donné déposition. 

Si Ton prend sur la droite AB , menée par le point F 
perpendiculairement à AC y un point / situé au milieu 
de la distance AF, ce point appartiendra nécessaire- 
ment à la courbe cherchée , puisqu'il sera autant éloi- 
gné de la droite AC que du point F. Faisant 

IF=Al=:c', IP = x, PM=y, 
on aura, pour un point quelconque M, la distance 

QM=:APz=zAI + IP=c'+x\ 
et le triangle rectangle FPM donnera 

MF -s \fp+¥W = ]/((/-.xy+y, 

puisque FP = ÎF — IP. En développant, on trouvera 
MF = V/V a *-2c'* + x* +y* ; 
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tet comme par la nature de la courbe cherchée, on doit 
avoir QM*=z MF, il en résultera 

c' +x=z V^ % — 2c'x+x*+y*, 
d'où on tirera 

(c' +x)* = ë % — ac'x+ x* «f y* : 
il viendra, après la réduction, 

û(/j: = — zc'x+y* ouy* = 4c'^P, 
équation à la parabole (128). 

i35. Pour construire la courbe d'après la propriété 
que je viens d'employer à la recherche de son équa- 
tion , il faut, d'un rayon FM pris à volonté , décrire un 
cercle, faire AP-=zFM y et mener par le point P, pa- 
rallèlement à la ligne AC 9 une droite PM: le point M 
où cette droite coupera le cercle appartiendra à la para- 
bole demandée; car il est évident que la droite QM étant 
parallèle et égale à AP 3 sera égale à FM. 

Cette même propriété donne lieu à un mouvement 
continu par lequel on trace la courbe ; pour cela , on 
place le long de AC , une règle sur laquelle on fait 
mouvoir une équerre dont l'un des côtés représente la 
droite QE ; on attache au point F l'extrémité d'un fil 
dont la longueur est égale à QE , et dont l'autre extré- 
mité est fixée au point E ; on tend ce fil par un style en 
l'appliquant contre le côté QE , et le style décrit une 
portion de parabole* 

i36. La question qui a conduit ci-dessus à l'équa- 
tion de la parabole , peut être modifiée de manière 
à embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit 
pour cela de l'énoncer ainsi : Trouver l'équation d'une 
courbe dans laquelle Jh distance entre unpoint quelcon- 
que JME et le pointjixe F , fig. 5j , soit à la distance MQ FIG * $7, 

N3 
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çntre le même point M et une droite AC, donnée de posin 
tion , dans un rapport constant. 

Soit Un ce rapport, et que l'on rire du point Fsur AC 
la perpendiculaire AB\ il est évident que la courbe cher-î 
çhée rencontre cette droite dans un point /, tel que 

jf ; Ai :: \ "j n\ , 

en sorte que si on désigne IF par c', il en résultera 



Al-=z ne . 



/ 



_ • » 

Faisant IP = x, PM—y^ il viendra, en vertu du 
triangle rectangle PMF \ de même que ci-deseus, 

MF— l/(c' — xy + y* ; 
et comme QM—AP —Al+IPznnc'+x, on aura 



V\d —xy +y ; nc'+x :; i : n k 

f 

iToù on tirera 

ne' + x=n\/(?-*xy +y* : 
élevant au quarré , on obtiendra enfin 

Cette équation , d'une forme absolument semblable à 
l'équation A't'*+Cu e * — £V=o , du numéro ia8, ap-: 
partiendra à l'ellipse , à l'hyperbole ou à la parabole ^ 
selon qu'on aura ra]>i, zî<j, outz = i, et montre 
par conséquent que la propriété qui fait le sujet de 
la question proposée , est commune aux trois courbes 
du second degré , par rapport auxquelles la droite AC 
est nommée directrice. 

En donnant à l'équation ci-dessus la forme. 

et en remarquant que plus n augmente , plus les fractions 
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— et - diminuent , on verra que dans la supposition 

de n infinie , elle doit se réduire à 

y* -fax* — 2c'a: = o, 

équation qui est celle d'un cercle dont le rayon est d, 
et pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'une 
des extrémités du diamètre (94)- 

137. On a vu dans le n° ia8, que l'ellipse , l'hy- 
perbole et la parabole , peuvent être données par une 
seule équation; et il est remarquable que celle-ci peut 
aussi se .déduire immédiatement de l'une quelconque 
des équations 

y = 5 C" 3 -**) #■ y =-.•(*•-.*) > 

qui , se rapportant au centre , semblent particulières à 
l'ellipse et à l'hyperbole. Pour cela, il suffit de transpor- 
ter dans ces équations l'origine des coordonnées à l'un des 
sommets de la courbe qu'elles représentent. En effet, si, - 
dans les figures 5a et 53 , on fait /P=j/, on aura par et 53. 
la première 

x ou OJP = 07 — IP — a — x\ 

et par la seconde, 

x ou OP = OI+IP = a+3f. 
La substitution de ces valeurs changera les équations 
rapportées ci-dessus en 

J a a % J a a* 

qui reviendront à 

si l'on pose — = p \ et Tune ne différera de l'autre 

N4 
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que par le signe de a : l'inspection de la figure 55 
montre aussi que l'abscisse JP étant regardée comme, 
positive , l'axe IF est nécessairement négatif . 

En mettant pour t* sa valeur, relative tant 4 Vtl% 
lipse qu'à l'hyperbole, il yient 

CZ tf 

mais il est à propos d'introduire la distance I& à la, 
place de c, qui représente la distance OF % et en fai- 
sant IF=c' t on trouve par la figure 5a, 

c ou OFz=zOI<—IFz=za — <fi 

parla figure 53, 

c ou OF=p/ + jTF=?a + c% 

■ 

ces valeurs donnent 

?= « ' P= S ' 

expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de «• 

Toutes les deux étant r£unie$ dans la formule 

Âac' in ac' a . , ac' a 

pnt également pour limite 

lorsqu'on suppose a infini; mais dans ce cas les equa-« 

tions 

y?=zprfqp2-aP, 
ce réduisent à 

jr a = px ou y* = 4<£c> 

par l'anéantissement de la fraction — , et donnenf 

ainsi l'équation de la parabole (i34)« 
L équation 
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y=pa* — la/» 

est donc propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l'ellipse quand a 
sera positif , et au cercle si p = aa ; à l'hyperbole 
quand a sera négatif , et à la parabole lorsque a sera 
infini (*). 

i38. La quantité p se nomme le paramètre; c'est 
dans l'ellipse et dans l'hyperbole une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 

^ ~ a ' aa 
r conduit à la proportion 

aa : a& :: a& : p; 

et dans les trois courbes A elle exprime la valeur cfo 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet,, 
lorsqu'on prend afszif, il vient 

/ P j± pfaac' :+: c**) 
/ y» = pc';e^c^:=£l_i_--r: — £; 

■^ r ^aa aa 

d'-où on conclut 

iSg. Les équations 



T 



• < ■ . • 



( * ) L'expression p œ ^ , qui se rapporte à l'ellipse, prép- 

arait une valeur négative , si Ton y supposait cf > %& , et l'équation 
y*=zpx f — — a/* se changeant en 

* ■ %a 

appartiendrait a l'hyperbole 5 mais o' exprimerait alors la clisJ 
tance entre le sommet et le foyer le plus éloigné , ou lF f , Jïg* 53. 
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étant mises sous la forme 
on en déduit les suivantes 

a • a 

y = p - y* - = p . 

a/(2a — x) àa y a/(aa-f-j/) aa* 

desquelles il résulte que le quarré de l'ordonnée P3f 
. est dans un rapport constant avec le produit des lignes, 
IP et J'P, qui sont respectivement a/ . et a** — a/ pour 
l'ellipse , jig. 5a, a/ et aa-f-j/ pour l'hyperbole, 
^/îg*. 53. Ces distances du pied de l'ordonnée à chacun 
des sommets de la courbe, étant nommées abscisses. 
on dit que dans V ellipse et dans l'hyperbole, les quar- 
tés des ordonnées Sont ehlre eux comme les produits 
' : des abscisses correspondantes. 

En effet, si on désigne par X' y ne abscisse différence 
de a/, mais toujours comptée du même point , et par Y 
l'ordonnée correspondante , on *urà v » 

r a =£ (zàX!— X'*) , r a =&{aaX f +X"} 
sta K ' &a^ 

d'où on tarera* * ' - *" 
pour l'ellipse , i 

pour l'hyperbole, en supprimant tout efoisïans le dernier 
"rapport de chacune de ces proportions le facteur coni- 

' p • ... '•! ••- .'il.... y I . V 

mûri — , 

aa ,., . 

L'équation de laxparabole^*==pa/, étant traitée d* 
lamême manière , donne seulement 

. yir*::x e ;X\ 
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€6 qui fait voir qup dans la parabole , les quarrés des 
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes. 

i4o. Il suit de la comparaison des formules rap- 
portées dans les numéros 120 et 128, qu'il y a pour 
chaque courbe du second degré , au mo\ns deux systèmes 
de coordonnées dans lesquels l'équation de cette courbe 
se présente sous la forme la plus simples l'un de ces 
systèmes est celui dès-axes^ et l'autre celui de deux dia- 
mètres conjugués; et je vais montrer qu'il y. a. un nom-? 
bre infini de systèmes de coordonnées qui jouissent de 
la même propriété. Pour le faire , j'appliquerai la 
transformation des coordonnées aux équation* relatives 
aux axes. 

Soit premièrement cell edel'ellipsejr* z=x-t^^oft — x*) g 

qui revient à \- - ■•■ -- *' i > 

j'observe d'abord qu'il eStfinutilfe de déplacer l'origine 
des coordonnées qu'il faut laisser au centre , et n'ayant 
àcbanger que la direction .çje&axes ,• )e r> n«e^dsfSftulefnent 

x—int -+-pu ^..- ryàizttt ^ qû (*fi3)ï • 

Je laisse indéterminé l'angle que léi" ritydyelles^ coor- 
données doivent faire entre elles, efdont le cosinus est 
représenté par h (ia3), et je ne tiendrai par consé-« 
quent aucun compte de l'équation 

mp + nq + g \np x + mqYt=zh\ 
H n'en sera pas de m£me 4 $es équations 

parce que les coordonné«Svr^et^ étant réciproquement 
perpendiculaires, il en résulte #=0 , d'où 

m* + 7i a = 1. , p a 4- q % = 1 : 

des quatre quantités m, », p et q , il n'en restera donc 
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que deux dont il soit possible de disposer. En faisant 1* 

substitution des valeurs de x et dey, dans l'équation 

©n obtiendra 

et pour simplifier cette dernière, je poserai 

<fnq + frmp = o , 
ce qui la réduit à 

Pour comparer cette équation avec 

<t*f + b'*u* = d*b t% > 
çn les mettra sous la fornie 

f* u* 

elles ne pourront alors devenir identiques , indépendant» 
ment de t et de u , que par la supposition de 

1 _ g a n* + fe a m a 1 q a </ a + &y t 

^"" a a 6 a • <?* — 0*6* * 

ee qui donnera 

V % = ..... ^ . a * 



j/a T !75 — »■ * \ 



a *n* + £ a w a ' ay + ^p 4 " 

Pour s'assurer de la possibilité de cette transforma-» 
tion, il faut voir si la détermination des quantités m, n^ 
p et (7, n'est sujette à aucune exception. L'équation, 

a*nq + £ a mp =3 o, 

jnise sous la forme 

n q _ 1£ v 



to p a* 
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fera toujours connaître le rapport de p à (/, bu Celui 
de m à 7i. Si on en tire 

q b*m, 

p a* n à 

et », pour abréger, on fait 

a* n 

il viendra 

i — pn 

substituant dans p* + q* = 1 , on en déduira 
d'où Ton conclura 






expressions qui demeureront toujours réelles , quelle que 
soit r. L'équation m' + n'^i ne pouvant déterminer 
qu'une des deux quantités metn, laisse absolument in- 

. déterminé le rapport — qui entre dans les expression* 

de pet de q> lesquelles, par cette raison, deviennent 
susceptibles d*une infinité de valeurs différentes : il y a 
donc en effet une infinité de systèmes de coordonnée* 
dans lesquels l'équation de l'ellipse à la forme 

absolument semblable à celle de l'équation aux axes 

ay -f- fe^r* == 0*6*.. 
i4i • En opérant sur l'équation de l'hyperbole 

y 2= --O* — a*) ou ay — i ft ^=— a*£% 

comme je viens de le faire sur celle de l'ellipse, os 
Aura successivement 
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a*nq — b*mp = -o , - ' 

a*n>-b*m> ^-t y . . 



i-> 



et comparant la dernière équation à 

il "*— 
'tr* Z*~ V 

on trouvera 

V* = -— r— ■ * a'* -— 



.V 



a*r?—b*m % * a*q*—b u p*' ■< 

Les expressions de p et de q seront de la même forme 
dans ce cas-ci que dans le précédent ,- et pourront don* 
ner par conséquent une infinité de valeurs , d'après celles 

qu'on assignera au rapport — : on sera donc fondé 

à tirer pour l'byperbpla une conclusion pareille à 
celle qui vient d'être énoncée pour l'ellipse. 

; *4 a ' ^ pa$s.e-à la parabole; son ; équation ^ x -=z^c'x i 
îie peut être transformée en une autre qui lui soit sem-» 
blable , par les formules 

x=mt-j-pu t .y=z nt -)- qu. 

On obtient en effet la résultante 

T*t % + znqiit + ç a u a = éf!{jnt + pu) , 

de laquelle il faudrait faire disparaître les termes, 
affectés. de. tf 9 ut et u, ce qui s'effectuerait en posant 
7i=o,p=o; mais il s'ensuivrait m=i, <7=i> x=tj 
y—u y et l'on retomberait sur les coordonnés primitives : 
il n'en sèrâpett ainsi en déplaçant en même - temps v »i'6ri-* 
gine. Si l'on substitue à x et à y leurs valeurs le» 
plus générales , 

mt «+- pu -f- .*-, irt-f*çtt+^ ( lfla )j 

il vient alors 
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nH* + anqut -f- q*u* 1 

-+- 2j8 (nt + qu) — 4 e ? ( mt + P u ) / = o. 

+ P — 4**? ) 

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités , à 
cause des deux nouvelles indéterminées « et j3, on 
fera disparaître les termes affectés de ut 9 de*, et 
les termes independans de t et de u 9 en posant 

2/1(7 = 0, 2j3/i — 4 c ^ m:=:0 > j8 ft — 4*c'=o. 
La première de ces équations peut être satisfaite de 
deux maniérée : soit par n== o , soit par </ = o ; mais 
n = o donne 771=09 dans la seconde équation , ce qui 
ne saurait s'accorder avec l'équation m* -f-7i*=i. Eu 
adoptant la valeur 9 = 0, le terme q*u* s'évanouit, et 
il ne reste que 

n a r>=4c'pi* ou i»==4£j£îi 
' n* 

équation semblable à celle qui se rapporté à l'axe de la 
cpurbe . La supposition deq=zo, introduite dâhsTéqha«J 
tion /?*+ q* = 1 > donne 

de 2 fin — fe'm = o , on tire 

n Qc f 

et cette équation, combinée avec m*+ 71*= 1 , déter- 
mine n et m. L'équation j3 ft — • 4*c'— o, détermine auwi <*/ 
lorsque j8 est connu; mais cette dernière quantité reste 
susceptible de telle valeur qu'on voudra. 

i43. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné, trouver 
la position de son conjugé. On la résoudra en observant 
que lorsque dans la figure 5o, du numéro 12s, l'angle V u>.5fe 
CAB , où celui que font entre eux les axes des coor- 
données primitives x, y , est droit, les trianglo 
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P 1 ^/* et P°MQ deviennent rectangles, l'un en /?/ 

l'autre en Q ; d'où il suit que m = -jWp» représentef 

le cosinus de l'angle P^jfR ou B n jfB' i et qtrë 

F"R . P"Q 

n = ' jmry t en c *t le sinus; que/7 = p// ^ représente le 

cosinus de l'angle JfP* Q ou CA W B' , et que q = J^g; 
en est le sinus; 

>îc, 58 ^* ^ on ra PPorte ces mêmes dénominations sur les fi- 

tt 59. gures 58 et 59 , en prenant IV pour Taxe des x , OF 

pour celui des t , et OH pour celui des u , il viendra 

n sin FOI ^^ r 

— = EvTT =tata S FQI i 

m cos FOI ° ' 

p cos HO I ° * 

et comme les équations 

a a n<jf •+• 6 a mp = ô , 
a*nç -a- bhnp = o, 

obtenues dans les n** 140 et îfa , peuyent être miséi 

sous la forme 

n q b* 

rtip h <F' 
en résultera 

b % 
tang FÔ/. tang HOI = -jp - , 

le signe supérieur se rapportant à l'ellipse , et l'infé- 
rieur à l'hyperbole : on déterminera donc aisément 
l'un des angles FOI, HOI, quand l'autre sera connu. 

Mo. 58* i44* P n P eut substituer dans l'ellipse, fig. 58, aux 
angles FOI et HOI, les coordonnée* des points F 
%t H\ car si Ton désigne 

OÈ 



I tiendra 
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0£ par a , J£F par , 
OG par *', GH par jB^ 



tang FOI =7^, = -; 



OE a 

„^ r Gh P 
tangffO/=^= ?i 

et par conséquent 

i ? — _ *! 

*' 7 — a a i 
ce qui donne 

aW + * W = o %> 
équation qui, jointe à celle de l'ellipse, 

fera connaître soit a et |3 , soit *' et j3', c'est-à-dire 
l'un des points F , H, quand l'autre sera donné. 

Dans l'hyperbole ^ fig. 5q, «e et /S n'appartiendront fic. 5g. 
tflua à un point de la courbe , puisque le diamètre 
OF ne la traverse pas ; mais comme il ne s'agit ici \ 
que de la direction de ce diamètre , on peut prendre 
au lieu du point F, le peint R y correspondant à l'ab- 
àcisse OJ, et faire en conséquence 

A—OIz=ia } & — IR, 

ce qui donnera . 

tan S FOJ=-, et 5.7 = -., 

d'où 

En déterminant jS par son moyen, cette équation 
fera connaître le point R, mais il faudra, la combiner 

vec 

a a % $ % — b*A f * = — à*fr, 

si c'est le point H que Ton cherche. 

Trigonométrie. O 
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i45. ]Qans la parabole, on a ç=o; ifsuit de là que Taxe 
Fic.6o.desu, OH,fig.6o, est parallèle à celui des x, et que 
sa position ne dépend que du point O , où il rencontre 
la courbe. Ce point se trouve déterminé par la quantité 
a , laquelle représente évidemment l'abscisse IG , qui 
répond , sur Taxe Iffy au point de la courbe où l'on a 



«1 



n q.c 



en même temps *=o, w=o; et J'équation — =-=- 

donne la tangente trigonométrique de l'angle compris 
entre l'axe des u et celui des t. 

Je ferai remarquer en passant, que lorsqu'on ç 
trouvé la position du diamètre qui est le- conjugué 
d'un diamètre donné, on a celle de la tangente de la. 
courbe, au point où elle rencontre ce dertiier, point 
qu'on peut prendre arbitrairement. En effet (122), 
dans l'ellipse et l'hyperbole , Jig. 58 et 5o , le diamètre 
OF est parallèle à la tangente HT\ et dans la para- 
bole y Jig. 60 , ce diamètre est lui-môme tangent à la 
courbe , en O. 

Réciproquement , quand on sait mener la tangente, 
dans un point quelconque de la courbe, on, en conclut 
sur-le-champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 

xl*t* + y » u * = d % b' % , dH % — V *u* = — d*b' % , 

• * * 

dont la première appartient à l'ellipse, et la seconde à 

l'hyperbole , les lettres d et V représentent les deux 

xlenii-diamètres conjugués; en effet, quand £ = 0, il 

vient 

uz=zd ou OHz=zd, 

et lorsque u = ô , il vient 

f* = £' a ou *» = — £'*, 

ce qui donne , pour l'hyperbole comme pour l'ellipse* 
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OF=:b' (ia8). 

tl est facile de voir que les quantités m > n i p t q ) ptuvent, * 
au moyen dés équations m* «4- n* = 1 , p a -f- 9* = l » 
et de celles qui résultent des expressions de a % et . 
de i'% être éliminées de l'équation de condition qui dé- 
termine la position respective des diamètres conjugués , 
et qu'on doit parvenir à une relation entre ces lignes 
et les demi-axes. Le calcul s'effectue fort simplement 
de la manière suivante : 

On rire d'abord des expressions de a! % et de b'*, rela- 
tives à l'ellipse (i4°) > les équations 

c 'a a y + a '*bY = a % b % , V a a a /i a + b"b*m* = a a i a ; 

fct en y joignant respectivement 

9 a +p a = i, n a +ro a ==i, 

on aura deux systèmes d'équations , l'un en q* et p a , 
l'autre en n % et m a . Le premier système donne sur- 
le-champ , 

a _ a»6 fl — Q '»è » _ 6 a (q a — £/ a ) 
9 — a' a a a — a' a fr* — a'-(a a — 6 a ) 

ft _ a' a q a — q a fe a _ q^— & a ) ^ 
P — d % a % —*d*b % — a'*(o^-6*) ' 

pour obtenir n a et m a , il suffit de changer a en £' dans 
ces valeurs; et il vient 

_ & a (A a -y a ) 

a\b' % —b*) 
m è' a (q a — 6?)" 

Cela posé, l'équation de condition (i4°) 

q a /iq -f» i a mp = o 

revient à tfnq = — * 6 a mp , 

Oa 



\ 
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et en la quarrant on obtient 

a*n % q* = Ô*m*/>\ 

Si l'on substitue dans cette dernière , les valeurs de n* f 
m* iy q* 9 p*, on pourra effacer les dénominateurs; car 
ils seront les mêmes dans les deux membres : et on aura 

Développant, réduisant et décomposant en facteurs, 
il viendra 

(a*— M) _ (a*— &») (a' a -f 6'*) = o; 

puis supprimant le facteur commun a*— i a , on trou- 
vera enfin 

a ,a -f-ft ,a =fl a +ft a ou oJ? % +OB*=o1\1Jl. 

lies expressions de a'* et de è'* f relatives à l'hy- 
perbole 040 > conduisant aux équations 

û'»ûfy» — a!*by=—a % b\ V*èn % — b t% b*m % = a*&V 

et l'équation de condition étant i 

a*nq ' ~b*mp == o , 

on voit qu'il suffira d'affecter b* et b f% du signe — ; 
dans le calcul précédent , pour l'approprier au cas 
actuel , et qu'on en tirera par conséquent 

a r *-^'*=a*--fr, ou ÔF — 05=07 — OL: 

Ûonclasomme des quarrésdesdemi~diamètres conjugué* 
dans F ellipse , ou leur différence dans l'hyperbole , est 
égale à la somme des quarrés des demi-axes, où à. leur 
différence. 

\£*j. Si on multiplie entre elles les expressions de-af* 
•t de &'* dans l'ellipse , on obtiendra 
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V*6'* — ** 

a * n Y + a*b*nY + a*b*m*<f -f b*m*p* ' 

•nais en quarfant l'équation a % nq+ i*mp=o, il vient 

a*n *g* + acffrmnpq ■+- Wmy = o , . 
ou 

ctn*q % + Mm a p* = — . 2à*b*mnpq ; 

et avec cette valeur, on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l'expression de a'*i'% 
qui deviendra 



<*"ô" = 



a*b*n*f? — 2a*b*mnpq -f- cflfm'q* 



a*b* 



(np — nu/)* " 
prenant de part et d'autre la racine quarrée , on aura 

\ a'V = ou db'Cnp— ma) = ci. 

* np—mq r 

Il est important de remarquer que la quantité np—mq 
n'est autre chose que le sinus de l'angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OFet OH, carre et m ne. 53. 
étant le sinus et le cosinus de l'angle FOI, q et p le 
sinus et le cosinus de l'angle HOJ t la formulé 

sin FOH= sin (FO J-f- HOJ) 
= sin FOJcoêHOI+ cos FOI sin HOI{\ 1), 

donne 

sin F OH == rep — m^[ , 

si Ton fait attention que l'angle HOI tombant au-des- 
sous de l'axe // a un sinus négatif, q s=s j-£ ;' 

qu'il faut rendre positif dans cette formule, et prendra 
. par conséquent — q au lieu de -f- q : on aura donc 

çtb' sin FOH^ ab K 



\ 
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} Il est facile de voir que si du point Fon abaisse sur OH 
\ la perpendiculaire FQ, on aura 

FÇ = OF sin FOH =± V sin FOU ; 

et que par conséquent Taire du parallélogramme 

FH = OH X FQ = db' siu FOtf : 

on doit donc conclure de ce qui précède, que le rectangle 
formé sur les demi-axes a et b , ou OI et OL , est égal 
au parallélogramme FH, formé sur les deux derai-dia* 
mètres conjugués OF et OH. 

On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans 

l'hyperbole , en formant de même te produit a'*b' % \ mais 

FiG.59. il faudra prendre garde que dans la figure 59, l'angle 

FOH=FOI~-HOL 

On déduit de là cette propriété remarquable : que les 
parallélogrammes circonscrits à l'ellipse } ou inscrits entre 
les deux parties opposées de f hyperbole, sont tous égaux 
au rectangle des axes , puisque ces parallélogrammes, 
ainsi que le montrent les figures, sont composés de quatre 
autres parallélogrammes égaux , chacun , au quart du 
rectangle des axes exprimé par ép?b % . 

148. Si on désigne parole sinus de l'angle FOH, on 
aura l'équation 

a'Vs -=ab, 

que l'on combinera avec 

a' % + b t% =± a a -f- 6» 

dans l'ellipse, et aveG 

• a '*—b'*=za*—l?'. 

dans l'hyperbole , pour trouver les xîemi-axes a et b f 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-diamètres conju- 
gués, et l'angle qu'ils font entre eux. Quand on aura les 
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axes , on arrivera facilement aux angles qu'ils font avec - 
les diamètres conjugués , en se servant des expressions 4e 
a'* et b'\ rapportées dans les n 0f 140 et \fa- Je lais- 
serai au lecteur à effectuer les calcul» et les construc- 
tions qui en dérivent; ce que j'ai dit me paraît rem- 
plir le but que je m*étais proposé : savoir , de mon- 
trer comment on peut déduire les principales pro- 
priétés des lignes du second degré , par une méthode 
vraiment analytique , et indépendante des constructions ' 

géométriques. 

1 4^- Ce n'est pas seulement en les Rapportant à un axa 
des abscisses, par des ordonnées parallèles entre elles, 
comme on Ta vu jusqu'ici, que les .courbés -peuvent 
être définies par des équations ; il -est à propos île re- 
marquer que tout systèine de lignes , propre à déter- 
miner les différens points d'une courbe, peut égale- 
ment en fournir une équation caractéristique. 

La relation 

af — or ex 

a a * 

obtenue dans le n° i3o, entre le rayon vecteur FMzz=z % 

Jig. 5a, et l'abscisse OP=x, peut être considérée fig.5* 

comme t^lle , par rapport à l'ellipse : on en déduit 

une construction très-simple de. cette courbe ; car en» 

se donnant x , on obtiendra par les lignes proportion- 

ex 
nelles la quantité — , et retranchant cette quantité 

de a , on aura z ou FM\ ensuite , du point F, comme - 
centre , et d'un rayon égal à FM, on décrira un arc 
de cercle qui coupera la perpendiculaire PM dans 
un point M appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tom- 
bait dans là partie OI ' de l'axe , x devenant négatif, 

il viendrait pour ce cas 2= c-( . 
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t • 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 

l'ordonnée , au Heu ff être constamment parallèle à une * 

même droite , change sans cesse de direction , et n est 

assujétie qu'à passer par un point donné ; aussi l'équa- 

ex 
tipn z = a -*- — ■ , quoique du premier degré , n'^p- 

CL <■ 

partient plus à une ligne droite, comme lorsque ses 
coordonnées sont respectivement parallèles à des axes 

fixes. " • • ' 

Dans le système que je considère maintenant, il est 
assez naturel de placer l'origine des ahscisses au point 
F, duquel partent les nouyelles ordonnées ou les 
rayon» vecteurs, et de remplacer, en conséquence ^ 
QP = x par FP = x\ ce qui donne 

x ou OP = OF~FP = c — x', 
c(c— x') a*—c* . ex' 

mettant b % au, lieu de a**— c* ; on aura 

fc+cx! 

Z 5= s— > 

" Enfin le plus souvent on introduit l'angle ÏFM à 
Ja place «le l'abscisse x\ ce qui se fait en observant 
que dans le triangle rectangle FMP on a • 

FP=; FM cos PFM, d'où x'=— zcosIFM (s3); 

nommant donc q> l'angle IFM, on obtiendra 

b % — cz cos 6 b % 

£ — r-^ 1 pu Z-=^ — "T :-. 

a ' - ■ a + ccos0 

Cette, dernière équation . est d'un grand usage dans: 
l'application de l'analyse à l'Astronomie : on la nommtJ 
équation polaire, comme toutes, celles dont les or^ 
données partent d'un racine point, qu'on appelle la 
pôle de la courbe. 



i. LA QÇOMÉTEIg. 017 

JL^ équation z = , relative à l'hyperbole 

(1 3a) , étant soumise aux transformations précédentes, 
«devient successivement ' ^ 

ç* — a ft — ex b? — ex' 

~~ a a 

ft* CZCOSO fc a j 

Z =: ^ OU Z = ; r. 

a a-f-ccos(p 

Dans la parabole , en faisant FM=z,fig. 54, et*ic-5|. 
jà cause que FM — QM (i34), on* a 

Z ==: c' -fr X ; 

mais x représentant /P , il vient 

x = IF—FP = c f —x\ 

d» * / / 
OU £ = 2C X , 

52C # 

Zrzzfic' — ZGOS0. OU fc= — • 

1+COS0 

1 5o. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles , en introduisant dans le* 
deux premières, au lieu du second axe b 9 le para- 
mètre , d'après lequel on a b 2 = |ap i}^i) : par cette 
substitution , l'équation de l'ellipse , se changeant en 

z— iap ±= * p -' • ^ ' 

a + c cos , c % 

■ i + -cos(p 

a 

devient celle de l'hyperbole , quand a est négatif etc^a 

{*) , celle de la parabole > quand on fait cz^za et a 

infini , cas où p = 4 C< * 

c 
On peut encore faire - s= e , ce qui donnera 

M— fc— ■ I ■ ■ Il I —————— I I ■ ■ III — fc— » 

•* 

(*) $ doit être pris alors pour le supplément de IFM ^fig- 5& 
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p = 2û(l — e*) , Z 3= -i £..- 

r î-f-ecos^ 

Sous cette forme , on aura l'ellipse quand e < i ; Te 
cercle, si e=o; l'hyperbole, si e>i et que a soit 
«égatif ; la parabole, si e=i et que a soit infini. 

Enfin si l'on' veut chasser a du résultat précédent, 
et le remplacer par la di h tance du sommet au foyer, 
on emploiera la relation c — a — c (137) qui donne 

ae— &—c\ d'où a — , 



ei z — — • 

n-f-ecosç 

i5i. Les propriétés fondamentales de l'ellipse, de 
l'hyperbole et de la parabole, énoncées dans le n° i3û;, 
et qui ont lieu , soit par rapport aux axes , soit par 
rapport aux diamètres , se retrouvent dans les diffé- 
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la 

' surface conique par un plan quelconque. En voici 

«les démonstrations synthétiques. 

ne. 61. Soit ASB,fig. 6i , un cône quelconque à base circ«- 
laire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface qu'en- 
gendre, en glissant sur la circonférence du cercle ACBD, 
une droite assu jétie à passer par le point S , dans toutes les 
positions qu'elle prend, i° Il est évident, que-si l'on coupe 
ce corps par un plan quelconque CSD, mené parlesoro- 
met S du côn*,on obtiendra de uxliguea droites qui répon- 
dent aux deuxjpositions prises par la droite génératrice , 
lorsqu'elle est parvenue successivement aux points Cet D, 
dans lesquels le plan CSD rencontre la circonférence 
ACBD . a°. Si leplan coupant est JfCB'iy, parallèle au 
plan de la base ACBD, la section sera un cercle, ainsi qu'il 
est aisé de s'en convaincre, en concevant qu'on ait mené 
par le point S et le centre de la base Y axe S O du cône 
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proposé , et que l'on ait fait passer par cet axe deux 
plans quelconques ASB et CSD , dont les intersections 
respectives avec ACBD , jfCBTf soient ABetyfB f % 
CD et CI¥\ car on aura alors les triangles semblables 

COS, C&S, 
qui donneront 

co : cor :: so : so\ 

«t les triangles semblables A OS , A' O'S , quidonneront 

ao : A a :: so : so\ 

d'où on conclura 

^o : A r a :: co : co' : 

et puisque par construction AO = CO , on aura 

A'&^CO', • 

ce qui prouve que tous les rayons de W section A CHIVï 
sont égaux , qu'elle est par conséquent un cercle. 

Il estàproposd'obsèrver que la surfacedu cône s* étend 
indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base ABCD % 
6oit au-dessus de son sommet S, puisque rien ne limite la 
longueur de la droite génératrice ; et il est aisé de sentir 
que la partie Sb du |rroiongement de la droite SB , 
décrit un second cône , placé dans une situation invers* , 

dû premier. 

i5a. Ces préliminaires étant posés, qtie l*îoa con- 
çoive d'abord le cône ASB, fig. "Ça, coupé par un Fia. fa. 
plan qui rencontre en même temps les deux côtés SA 
et SB ? et qui, par conséquent, n'entre point dans 
le cône supérieur aSb ; il est évident que dans ce cas 
la section J$t¥m sera une courbe fermée ou rentrante 
en elle-même. Soi-t Gifla commune section du plan 
coupant avec le plan de la base ACBD\ j'abaisse 
sur cette ligne , du centre O , la perpendiculaire OG, 
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par laquelle je fais passer le plan triangulaire ASB > 
et je mène , parallèlement à ACBD , deux plan» 
EMFm , EfM'Fwt ', qui rencontreront en même 
temps le plan coupant JMI'm : les communes sections 
des deux premiers avec le troisième , représentées par 
Mm, M f m\ seront parallèles à GH t et par conséquent 
perpendiculaires aux lignes EF et E'F', qui sont pa- 
rallèles entre elles, comme étant les communes sections 
des plans EMFm , E'M'F'm', par le plan ASB. Les 
courbes EMFm , E'MF'm! étant des circonférences 
de cercle ( n° précéd.) , on aura 



PM =s EP X FP, P f M =; E'P' X F / P f ; 

mais la ligne //, commune section des plans ASB çt 
JMrm, formant arec les lignes EF } E'F' et les côtés du 
cône , les triangles EIP 9 E'IP', semblables entre eux , 
et les triangles FI 'P, F'J'P , aussi semblables entre eux, 
les deux premiers donneront 

ep: E'P' ::ip: ip' 9 

et les deux autres, 

fp : F'P' :: rP: TP'-, 

multipliant ces proportions par ordre , on aura 

Ep><FP\ TFFx ff hIpxT^iIFx 7F; 

et substituant à ÊPX, ¥p et E'P'X F'P', leurs va- 

a t_x 

leurs PM etP f M\ on obtiendra 



PM : p , m' :: ip x ip : ip' x ip*, 

proportion qui exprime la propriété caractéristique d6 
l'ellipse , énoncée dans le n° i3g. 

i53. Il «st à propos de remarquer que si le triangle 
$JI était semblable au triangle SAB t sans que laUgu* 
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Jf fut parallèle à AB , ce qui aurait lieu si l'angle SIf 
était égal à SAB , alors SfJ le serait à SB A, les trian- 
glesFP/et F/P devenant aussi semblables entre eux, 
ctmme les précédera, donneraient 

ep : rp :: ip : fp, ou epxTp =Tp xTpï 

et parce que dans le cercle EMF ou a 



P3f =EPXFP, 

On aurait aussi 



/W =rpx IP. 

La section IMJ'm serait donc elle-même un cercle dans 
ce cas , si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au 
diamètre //' ; mais pour que cette dernière condition soit 
remplie, il faut que la commune section G/TdupïaA 
coupant et de la base du cône soit perpendiculaire à-là- 
fois sur la droite G A et sur la droite GI, c'est-à-dire, 
qu'elle soit perpendiculaire au triangle SAB mené par 
l'axe, et que par conséquent celui-ci soit lui-même per- 
pendiculaire au plan de la base du cône et an plan cou- 
pant. Lorsque ces circonstances se rencontrent ensemble, 
le plan coupant est dit antiparallèle à celui de la base ; et 
il en résulte que dans un cône à base circulaire, la section* 
antiparallèle à cette base est un cercle, de même que la 
section parallèle. 

i54- Si le plan coupant était , par rapport aux côtés 
du cône, dans la situation que représente la figura 63 , pic 63* 
c'est-à-dire qu'il pût rencontrer en même temps les deux 
cônes opposés, il formerait dans chaque côneune courbé 
indéfinie, puisqu'une fois entré dans le cône, ce plan ne 
âaurait plus en être dégagé. Les deux cônes opposés n* 
formant, à proprement parler, qu'une seule surface , 
le« deux courbes Klk et K! ïk f doivent être regardées 
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comme n'en composant qu'une seule. Il est facile cfé 
reconnaître déjà une ressemblance marquée entre cçttef 
courbe et l'hyperbole ; mais pour prouver leur identité, 
il faèt de plus retrouver dans la première une des pro-* 
priétés caractéristiques delà seconde. En supposant que 
le plan ASB soit déterminé comme dans le numéro i5a y 
qu'on ait mené le plan EMFm parallèle à ACBD , et 
tiré les droites Jf t Mm, M'm', qui sont les communes 
sedtionsdu plan coupant avec les trois plans^SZ? j£AfFm, 
ACBD y on comparera entre eux les triangles semblable* 
EIP, A1P*, qui donneront 

ep : AP' :: ip : ip>, 

«t les triangles semblables FfP, BfP r % qui donneront 

fp :bp* îifP: rpr-, 

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 



ep x fp : ap'xbp* :: ipy^vp : ip> x i'P\ 

mais à cause que les sections EMFm et ACBD sont des 
cercles, dont les diamètres EFet AB sont perpendicu- 
laires aux lignes Mm et M'm', par construction , on aura 



EPxFPzïz PM, AP / X BP = P'M '„ 

* 

et par conséquent . 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
caractéristique de l'hyperbole , énoncée dans le n° 1 3<j. 

i55. Il me reste encore à examiner le cas où le plan 
coupant serait parallèle à l'un des côtés du cône , ainsi 
pic«64- que le montre la figure 64. H ne pourrait alors rencontrer 
qu'un seul de9 deux cônes opposé* ; mais il ne s'en déga- 
gerait jamais, ensorte que la section M/m serait une- 
courbe ouverte et indéfinie, comme la parabole, avec 
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laquelle je vais prouver qu'elle est identique. Les 
plans ASB, EMFrn, ACBD , étant menés dans les 
mêmes conditions que ci-dessus, le parallélisme des lignes 
JP et SB^ donne 

FP = BP; 

d'un autre côté , les triangles EIP , AIP \ étant sem- 
blables, conduisent à 

ep: ap ::ip: IP; 

multipliant l'un des termes du premier rapport par FP, 
l'autre par BP, il viendra 



ep x fp : ap x bp :: ip : ip ; 

mais dans les cercles EMFm et ACBD , on a toujours 



PM == EPXFP/ PM' = AP^BP: 
+n aura donc 



Pif : PM' :: /p : /P', 

proportion qui n'est que l'expression de la propriété ca- 
ractéristique de la parabole, énoncée dans le n° i3g. 

1 56. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passé par le 
«ommet, sans entrer dans le cône , la section se réduit 
à un point qui correspond à celui qu'on a remarqué 
dans le n* 116. 

Quand le plan coupant, passant toujours parle som*- 
met, entre dans le cône, on a deux lignes droites ; et 
Il on écarte ensuite le plan coupant du sommet du 
cône , en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui- 
même, <Jh obtiendra une suite d'hyperboles., ayant 
pour asymptotes les droites ci~de*sus , rapportées 
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projetées, sur le plan de 14 courbe, par des perpendfc 5 
éulaires à ce plan (118 et 128). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle au côté 
du cône , s'il passe par le sommet , il ne fait plus que 
toucher le cône suivant une ligne droite , mais qu'on 
doit regarder comme double ; car elle est la réunion 
des deux parties de la parabole , qui s'approchent sans 
cesse par le rétrécissement que subit cette courbe , à 
mesure que le plan coupant s'approche de son contact 
avec le cône (119 et 128). ^ 

D'un autre côté , plus on éloigne du? sommet dit 
cône , mais toujours parallèlement à son côté i le plan* 
coupant y plus là parabole s'ouvre où s'élargit vers son 
sommet , et tend par conséquent à s'approcher de la 
ligne élevée par ce point , perpendiculairement à son: 
axé. 

157. ie vais examiner* à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en particulier (io5) , on 
prendra 1 équation 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont a, et /3, et faisant avec l'axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est A\ 
on la combinera avec l'équation y % = mx -f- nx 4 , 
qui rentre dans jft!^C^—Éij!-=o (128) , et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant comme dans le n° io5, ' 

V(*—*Y + <<y — H)* = «y 
on aura 

et 
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iètttosànt pour abréger — == Jf\ il viendra 
_ r & \/i + A> 

substituant ces valeurs dans' l'équation i y*=smïci4-n±* i . 
on obtiendra cette 1 transformée : 

Passant tous les termes dans un seul membre, et ordon- 
nant pai* rapport à z % on trouvera * •■:■■■ 

{A 2 — n)À'*z*+0A-~im— 7i*)flu<z+|3 ft — T/ict^/iît^cJ 

ce dui revient îà :'•■,.' ...... 

... aÇM — |m — n«) ■ #*— mi— «** • ':, - 

Dans cette équation , l'inconnue 2 représente la distance 
EM y fig. 65, tntre.Je point donné £, et l'un des points' FI0 . 65. 
d'intersection M et ifcf ' de là dxoite proposée jEil/, avec 
la courbe A C\ par le moyen de sa valeur , on par- 
viendra facilement à celles des coordonnées de cette- 
intersection. 

Il est évident, par ce qui précède , qu'une 'ligné 
droite ne saurait- rencontrer en-plus 'de deux points % 
une courbe du second degré. 

' i 58. Eh raisoiinaht ici comme pôû* le cas d,u cercle> 
(107), on yérrtf qu^ les dêujr valeurs de a doivent 
devenir égales'lorsgùe la ligné propo'âéê iie fait plus que 
toucher la courbe , comme en iV, parce- que les points 
Met M ' se Tapproclïeni de pkis-ën plus - y à mesure que ; 
la ligne EM s'approche de EN. La différence de» 
deux valeurs de £' comprises dans la formule 

fil ï" J "''*' '" ' : '-> ' T t : *-ï * t J : ! -n ■ 

Mrrim— nfi +i ,x fêA-\m-na> f . p—r tict—nl* 
' l* T n)X -y. \U*~n)A'J r (.£--»)**: 
Trigonométrie. ' î> ' * ' 
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étant exprimée par 

*V \ {A^—n}A f ) (A*—n)A'* ' 

et dpnnant toujours lalongueur de la corde MM*, devient 
nulle lorsque les points M .et M! coïncident , et fournit 
par conséquent , potyr le point de contact N, l'équation 

V (A*—nlA[ ) {A*—n)A" ~ °^' 
En la développant , 4! % disparaîtra comme diviseur com- 
mun à tous les termes , et la résultante sera l'équation: 
qui doit donner A y et Fàir$ "connaître pâirconséquent 
la position de la droite EN, menée parle point E 9 tan>, 
gentiellement à la courbe AC. 

Nè~ voulant considérer que les cas les p l u t simpl es, 

je supposera} que le point E soit pris sur Taxe de» 

jric. 66. abscisses AP ,Jig. $6 ; il résultera de îà jhrs à - , et ' 

CAt-r-nY ^ A % — n ' 

équation qui se réduit» après le développement , à 

^ m % +mctA* + na*A*=o > . 

et donne 

m 

Cette expression se pré&ente sous une farmçinxaginaire,, 
mais elle peut devenir réelle parles valenwparticulièresv 
que recevront les quantités m , n et .£ fil et, cela arriver' 
pour tous les cas où la position dn point E } et la nature. 
de k courbe , permettent de lui mener une, tangente par 
ce point. ,- ^ ,* 

159. Il 7 a encore on cas. dans lequel 1^ pon<?i£ç* 
de contingence se simplifia beaucoup , c'est celui où le 
point donné étant^urla bourbe même , se confond avec . 
Je point de contact. En effet si le point JE passe en M v 
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jig. 65, il y aura alors entre et et ]3 la même rela-"^ 6 ^ 
tion qu'entre ac et y , sur la courbe AC % c'est-à- 
dire que 

/3* = m*-|-7ttfc* ou j3 a — met — • net* = o , 

ce qui réduira l'équation (1) à la suivante : 

/S^f — ~m — n«=o, 
d'où on tirera »__... 

. j/n -f- net 

* ■ • ■ ■•• 

Telle est l'expression de la tangente de l'angle que 
doit faire avec l'axe des abscisses , la droite TM, pour 
toucher la courbe AC. 

m 

La position de cette droite serait donnée d'une ma- 
nière plus commode , si l'on en connaissait un 6ecoitd 
point ; et celui qui s'offre le plus naturellement, est le 
point jP, où elle rencontre l'axe des abscisses , et pour 
lequel _y = o, dans l'équation ^y— /S=^ (a?-— a) 
(85). Il résulte de là 

^.fiz£A(x-^> et) et a?*— * = — ; 

A r « -» 

la quantité a?~à étant la différence des abscisses des 
points M et T y désigne la portion PT de l'axe AÈr 
mettant donc pour A sa valeur , on aura 

'-.••....■ > jg» ' * - '.. 

i^i + n* 
* La ligne P*f* Se nomme la soutongente; et lôrs- 
' Qu'elle est construite , on obtient la tangente , enjoi- 
gnant le point "Sf et lé point T'par une droite. 

160. Pour connaître l'expression de la • soùtangehté 
dans chacune dès courbes du second degré en particu- 



(*) Dans la figuré , IfTèst la tomme des lignes AT et AP, parce 
te l'abscisse A T 
n point P (76). 



trne l'abscisse A Tda point 7" est négative par rapport à l'abscisse AP 
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lier , il suffit ds comparer successivement les équation» 

y a =P x —^ x ^y a —P x +—^> y % =p*> 

avec l'équation y*=^mx~i- iwc*. En observant comme 
ci-dessus que a et j3, désignant les coordonnées du poiiit 
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mêmes 
relation? que x ety , et substituant en conséquence pour 
(P sa valeur , on trouvera, par la première équation y 
appartenante à l'ellipse, 

r aa p(o— *) a—& * 

par la seconde > appartenante à l'hyperbole, 

par la troisième enfin, appartenante à la parabole , 
th = p y n = 0) d'où PT=îr--^l=; — a*v 

Cette dernière expression ,. la plus simple des trois r 
fait voir que dans la paratote, la soutangente est 
double de l'abscisse. Le signe — qui l'affecte y ainsi que 
tes autres, montre qu'elle doit être prise sur Taxe AB 9 
à partir du point P, vers le côté où se portent les- a: 
négatifs ; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber* 1er soutangente , je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression* 

La construction des premières expressions n'offre 
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour l'ellipse 

sa*— a % . __» 
a — a : za—A :: a : -t=:PT y 

a — a, f, .-»..., ,• , 

pour l'hyperbole 

a+*lza+* ;.: :« ; ^±^=: ~PT; 

a -f* a ■-• 

ainsi, tout se réduit à trouver dès quatrièmes proporr' 
tionneUes. 
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Il est bien remarquable que le second axe b n'entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une ' 
même abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe , et qu'il en 
arrive autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant 
en cercle lorsque b = a , on peut mener la tangente à 
la première de ces courbes par le moyen de celle de 
la seconde ; car si Ton prolonge Y ordonnée p m, fig. 56, fï«. 56. 
jusqu'à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe , ' 
et qu'on lire la droite n T tangente à ce dernier , au* 
point n, la soutangente pT conviendra aussi , d'après 
ce qui précède , au point m de l'ellipse , dont la tan- 
gente s'obtiendra par conséquent enjoignant le point T 
et le point m. On aurait tfine construction semblable ' N 
pour les hyperboles quelconques , en partant des sou- 
tangentes de l'hyperbole équilatère (128). 

161. Quand on a la soutangente, il est facile d'en 
déduire les expressions de la tangente , de la sou- 
normale et de la normale : ce sont les noms qu'on * 
donne aux lignes TM, PR et MR,Jig. 65. La première fig. 65. 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l'axe des abscisses ; la seconde est la partie 
de l'axe des abscisses comprise entre le pied, de l'or- . 
donnée PM et le point/?, où une droite, menée perpen- 
diculairement à la tangente par le point M, rencontre 
cet axe; enfin la troisième est la longueur même de 
cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M 
jusqu'à l'axe des abscisses. 

. i°. Par le triangle TMP , rectangle en P, on a 

MT=zVpM +pt: 

3°. Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux 
comme étant formés par la perpendiculaire PAT, abaissée 
de l'angle droit du triangle TMR t rectangle en M* 
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car par la construction' MG = FM, NG =x FN\ e$ 
comme il est aisé de voir que^pour les points placés 
au-dedans de l'ellipse, la somme des distances à chacun 
des foyers est moindre que le grand axe, il suit de 
ce qui précède que le point A r est hors de l'ellipse , 
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plua grande 
que l'axe. //'. 

Cette construction montrt aussi que les angles FMH 
F r MN> formés par les rayons vecteurs et la tangente , 
sont égaux, et que la normale au point ft(, diviserait 
en deux parties égales l'angle. FMF\ 

a°. Lorsque le point proposé M est sur l'hyperbole , 
tic. 53-Jfig. 53 , il faut porter le plus petit rayon vecteur F3£, 
sur le plus grand F* M , et non pas sur son prolonge- 
ment; achevant la construction comme ci-dessus , on 
aura pour ce cas' 

F'N<F'G -f JSG<F f G + FN, 

d'où il suit F'N—FN<F'G<F , M — FM,' " 

ce qui prouve que le point N n'est pas sur l'hyperbole. 
Il n'est pas placé dans {'intérieur de cette courbe , car. 
il faudrait, pour que cela fut , que là différence de»: 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe; 
En effet , si on tire F* m , on a 

F'm — Fmr=zF<rn + Mm — FM, 

et comme F* m + Mm surpasse F* M, il s'ensuit 

Fm—^Fm>F'M—Fm 

L'égalité des angles FMH et F'MH, ou RMN, x** 
.suite encore de cette construction. 

rxc. 54-, 3°* Lorsque le point M est sur une parabole, jSg. 54s 
il n'y a plus qu'un rayon vecteur*, mais l'autre est remp 
placé par la droite Q.M parallèle à l'axe IP : le point Q 
tientlieu du point G, puisqu'on a QM—FM. Considé- 
rant ensuite un point JY placé ayant ou après le contact, 
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* 

-on a en même-temps QN et FN > ON; le point 2V 
est donc hors de la courbe. 

De la construction ci-dessus on déduit l'égalité des 
angles FMH % QMH\ et il faut observer que le der»- 
nier est égal à NME , formé par la tangente et la 
droite ME parallèle à l'axe JB. 

Si on appliquait le calcul à ces constructions , on 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro pré*- 
cédent. 

, 1 63. I*a considération des tangentes de l'hyperbole ," 
ponduit à une particularité très-remarquable , de la- 
quelle il résulte que quoique son cours s'étende à Tin fini, 
chacune de ses branches demeure néanmoins toujours 
renfermée entre les côtés d'un certain angle , sans 
pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu'on le yoit dans la 
fig. 6j. Cette circonstance, qui s'est présentée d'une pic. 67, 
autre manière dans le n # . 118 /se retrouve encore en 
observant la marche de la soutangente PT,k mesure 
que le point de contact M s'avance sur la courbe et 
s'éloigne du point /, ou , ce qui est la même chose ,• 
à mesure que l'abscisse OP augmente. En désignant OP 

* x a — a ft 
par x , on a (161) PT=i ; et comme...; 

ce 

QT=OP — PT, il vient 

x* — a» a* 
OT=x — - - = -. 

X m 3? 

On voit évidemment par ce résultat que plus x croît, 
plus OT^diminue , et plus le point T s'approche du 
point O, qu'il ne peut cependant jamais atteindre, 
puisqu'une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle tant que son numérateur ne s'anéantit, pas ; le 
-point O doit donc être regardé comme la limite vers 
laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
^'abscisse, (1 faut examiner maintenant les changemens 
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qu'éprouve* dans les mêmes circonstances, l'angU 
JdTP qui détermine la situation dé la tangente par 
«Apport i l'axe des abscisses. La tangeate trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 

h 

.et prenant la forme -*===, lorsqu'on divise ses 

deux termes par x, elle tend nécessairement vers la 

quantité - à mesure que la fraction — diminue , ou à 

mesure que x augmente ; l'angle MTPae peut dono 
diminuer indéfiniment , et la limite qu'il ne saurait at- 
teindre , mais dont il s'approche sans cesse , est l'angle 

J£OJ> dont la tangente trigonométrique est - : l'hyper* 

fcoîe ne peut donc jamais parvenir à toucher la ligne jEO, 
quelque prolongées qu'on les suppose l'une et l'autre. 
Pour . construire l'angle EOI 9 il faut prendre sur 
l'axe IF une abscisse à volonté , le demi-axe O/, par 
exemple , et le triangle rectangle EOI donnant Et 
c= 01 tang EÔI, on aura 

a 
puisque OIz=.a, Eletaht donc au point /laperpendicu* 
laire EI^=b , la droite OE , qui joindra les points O et E y 
sera la limite de toutes les tangentes de la branche IK 
de l'hyberbole : j'ai déjà dit que cette limite se nomme 
asymptote. Il est évident qu'il en existe une seconde Oe 
placée au-dessous de l'axe //', faisant avec cet axe 
le même angle que la première , et servant de limita 
aux tangentes de la branche Ik. 

164. L'-équation de l'hyperbole se simplifie beaucoup* 
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lorsqu'on prend let asymptotes pour axes des coordon- 
nées. En effet , si l'on mène par le point M > parallèle-* 
ment à l'asymptote Oe, une nouvelle ordonnée QZNf, et 
que l'on fasse QQr=zt , QM==u , l'angle EOJ compris 
entre Taxe des t , QO , et celui des x, JJ', aura évi- 

a * . OJ JE t 

riemment pour cosinus 7^, pour sinus rr-= ; et comme 



ÔI=a, J£ = b y OE\=VoI + JE % = \/a*+P M 

il en résultera (122) , 

a b 



Considérant ensuite l'axe des u , Oe, on trouver* 

ces eOi = -— . sm eOJ = -rs— ; 

Oe Oe, 

et comme Oe = OiE, Je ==—»/£, il viendra 

a — & 

et par les formules générales 

arnrTOÊ-r-pH, y = /tf -f- qu j 

on obtiendra 

v/^tf' y y&+&} 

Substituant ces valeurs dans l'équation 

elle se changera , après les réductions > en 

^-,= 1, ou to = i (a* + *).(*) 

■ . ' " ' . * ' » ■ ' »— ■*" ■ ■ ■ ■ ^ 

(*) On déduit immédiatement de l'équation générale de* ligne* 
du second ordre , l'équation de l'hyperbole par rapport à ses asymp- 
totes, en transformant les coordonnées rectangles, en d'autres dont 
l'angle soit indéterminé, ce qui introduit quatre quantités arbitraires 
( ia3) dont on peut disposer pour faire disparaître i#s termes affecte* 
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Cette dernière équation , semblable à là transformée 
de la page 171 , met bien en évidence la propriété dont 
jouissent les asymptotes ; car on en tire 

ce qui montre que l'ordonnée QM va toujours en dimi- 
nuant à mesure que le point Q s'éloigne du point O ", 
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque l'hyperbole proposée est équilatère (128), 

i=a ; la tangente de l'angle EOT , exprimée par -, 

se réduit alors à 1 ; chaque asymptote fait par consé- 
quent' avec l'axe //' un angle égal à o', 5, et les (deux 
comprennent entre elles un angle droit. Inéquation 
tu = j ( a û -f- b* ) devenant tu = £ à*, montre que le 
produit des coordonnées t et u est alors égal à la 
moitié du quarré du demi-grand axe O/. 

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le 
point / les droites ID et Id y respectivement parallèles à 
Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés ID 
et Id seront , par rapport aux asymptotes , les coordon- 
nées du point / situé sur l'axe ; on aura par conséquent. 

15 xld = JD = i (a a + * a ) , 

d'où on tirera ID = •£■ \/ a % + i d , 

«t en général QO X QM= ÏD* 

Dans, le cas de .l'hyperbole équilatère, le losange Dd 
devient un quarré, puisque l'angle Z>OJ est droit. 

Le quarré ID, équivalent au quart de la somme des 

de I», m», / et m, et réduire F équation à la forme B / ut=zF ¥ \ maU 
alors m et » n'ont des valeurs réelles que quand, ^AC-^-È 2 aie 
•igné «t , c'est-à-dire pour l'hyperbole seulement, 
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(ftoârréV des demi-axes de l'hyperbole , est ce que lé» 
Anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance 
de l'hyperbole. 

iG5. Il est visible que si l'on prolonge les lignes PM 
et PM', ordonnées relatives à Taxe //', jusqu'à la ren- 
contre des asymptotes OEet Oe, les parties MR étM'K 
de ces ordonnées , interceptées entre chaque branche 
de courbe et son asymptote, sont égales entre elles :• la 
même propriété a lieu par rapport à une droite quel- 

• conque, menée par un point quelconque de l'hyperbole. 
Si Ton tirey par exemple , MN', on aura GM = G'N\ 
quelque position qu'ait MIS 1 ', Pour s'en convaincre ^ 

' on commencera par observer que 

PR=zPK=~ ,'. 

a 

MR=PR — PMz=z-(x-r.\/x* r -.a*); 

N MK=zPW+-PM=z-(x + V& — 4 e ) i 

# MRxMK = b\ 

On mènera ensuite par le point N', la droite &S' paral- 
lèle à MM!\ les triangles semblables RMG, StfG, don- 
neront gm: gn'>:: mr : N'S; 

. les triangles semblables G'fif'S' et R!MG / , donneront • 
; GM: G'N' :i MR' ; N'?) 

multipliant ces deux proportions par ordre , il viendra 
GMX G*M: GN'X GN f ::3fRï<MK:N'SxN'S'i 
et comme en vertu de ce qui précède, on a 

iKRX MR' == 4% ÏV'SxiV'y=:4% . 

on en conclura 

GMXG'M=GN'xG'N'. 
■ Mettant à la place de G' M et de GIS', leurs valeur* 



\ 

> 
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G'N' + MN', GM + MN', faisant les réductions <fùî 
*e présentent après les multiplications indiquées , on 
aura enfin 

GM X MIT =ts G'N' X MN\ ou GM = ffM 
166. Avec le secours de la propriété qui vient d'être 
démontrée , on décrit bien simplement l'hyperbole 
par points , lorsqu'on a les asymptotes et un seul 
point M. On tire par ce point un très-grand nombre 
de droites comme MN' ? on prend la partie GM com- 
prise entre le pjpnt M et l'asymptote qui en est la plue 
Voisine , pour la porter de G' en iV', ce qui donne uà 
nouveau point N' de la epurbe cherchée. 

Quand on a les asymptotes, on trouve la direction de' 
l'axe //' en divisant en deux parties égales l'angle qu'elles 
forment; et comme la tangente de l'angle EOI donné 
le rapport des demi-axes a et b (i63), iï est aisé de 
déterminer ces quantités dès qu'on connaît un point de 

l'hyperbole. L'équation PM = ^ (QP-~a*) donn* 



-^ ft X OP—PM 

sur-le-champ a* =s- — m m9 i , ji " " I L > en représentant 

, b "• '■■■ 

par A. 1* quantité -•■."..'". » ■■ " 

167. Outre l'hyperbole dont les branches sont Klk 
ei JCrW, les lignes VS fct OS' comprennent encore' 
une autre hyperbole HLb , H'LK , décrite dans le* 
cfetx*Ull£re* angle» que- foraient ces droites y demqxueré 
que l'ax« transverse IV de la première est Je second 
axe de la deuxième , qui a pour axe tfansvèrsè LL' g 
second axe de. la première.' La relation qu'ont entre 
elles ces deux courbes ; les a fait nommer hyperboles 
conjuguées; elles ont même puissanëé'y & pua* coh- ' 
séquent , leur équation est la même à l'égard des- 
asymptpte^: l'angle de ces lignes ou des coordonnées 
seulement diffère de l'une à l'autre. 
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168. On a tu par la forme de l'équation du cercle , 
qu'il fallait trois points pour le déterminer : la même* 
considération s'applique à une courbe quelconque ; et 
il «st évident; qu'il faut en général autant de points 
que l'équation de la courbe demandée renferme de 
coeffieiens nécessaires. L'équation 

Af -f Bxy + Cx* -f- Dy + Ex =s F, 

Appartenante aux courbes du second degré en général ; 
étant mise sous la forme 

y % r^.axy. -f- bx* -f c^+ dxtne, 

ne contient plus que cinq coeffieiens , a , b , c , d et e;$- 
il suffira donc de cinq points pour particulariser la 
courbe du second degré quitte représente. En effet, 
si les coordonnées de ces points sont respectivement 

01 if) Fi* ri (?")'■ •-■"■-■■ 

on formera les cinq équations suivantes : 

0* +a*'&" + *«/• ■+•<** + <**" =?# • 

I 

N'ayant pour but que de démontrer la possibilité de Isj ; 
détermination des lettres a, b y c[ d; e 9 ctlt nombre de 
conditions quelle exige , je ne .m'arrêterai pas à effec- 
tuer ta.cafôufo qu'entraînerait, cette opération, ppur 
lesquels on, peut consulter l'ouvrage, dé Puissant, cité 
à la page 1 54 ^ et où l'on trouvera sur ce. sujet et. W, 
ses applications* les détails les, plus important;. je, me 
bornerai à. faire observer queues équations peuvent - 
devenir contradictoire* entre elles d#ns certains cas par^- 
tM^t.$'ty jBpYtJt , par; «KRBta * que trois des points. 



\ 
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donnés fussent en ligne droite , il ne serait pas* possible dé 

feire passer une courbe du second degré par ces points ; 

' puisqu'aucune tourbe de ce degré ne peut avoir plus 

de deux points comnluns ayec une même firoite (i5t>)^ 

On Conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce 
et de position , il faut moins de conditions pour ' là dé- 
terminer. Si Tort voulait déterminer une ellipse dont 
le centre et le grand axe fussent donnés de position , on 
n aurait besoin que de deux points ^ puisque l'équation 
a* y* + froc? = 0*6*,- relative à ce cas , ne renfermé 
que deux coefSciens , a,b, qui dépendraient alors des 
équations 

a* 0'* + b* <*'* = a* £% 

v îffij. J'ai montré dans le numéro jZ que l'équation* 
du second degré se construisait par le moyen d'une 
circonférence de cercle et d'une droite , et dans lé' 
numéro io5 , que les deux racines étaient données par 
les deux intersections que peuvent avoir entre elles ce£ 

v lignes , énsorte que l'on considérait l'équation' proposée 
Comme résultant de l'élimination d'une inconnue entrer 
deux écfuations à deux indéterminées , l'une, apparte-^ 
nante à ia droite, et l'autre au cercle; si l'on généralise 
ce point de vue , on aura le moyen de construire des 
équations d'un degré quelconque. En effet, si l'on a r 
par exemple, l'équation ., 

oh pointa la supposer produite par l'élimination d'une 
iriconnue jy , entre deux équations du 'éeéori* degré, 
renfermant en même tèirips txi et y , et: appartenant 
par conséquent à déux^ courbes. Trouver ces éqùa- 4 
tions est un problème indéterminé , car il f 'a une rafi"-» 
nité de systèmes d'équations qui peuvent conduire à lai 
proposée ; on en prend donc une arbitrairement. 

Soit 



A LA GEOMETRIE. ayfl 

Soit a? =zpy; on aura 

et substituant dans l'équation proposée , il viendra 
p*y — b*py + c 3 x — J4 = o, 

. 6* , c 3 & 

ou y* yH — -x - = o. 

J p J p p 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appartient 
aune parabole (128) ; et pour la mettre sous la forme 
la plus simple , il suffit de faire disparaître le terme mut* 

tiplié par y , ce qui s'effectuera en prenant y =y -J • 

On aura , après la substitution , 

ce résultat , qui peut s'écrire ainsi : 



y — P *i 4c 3 r 



montre que la parabole à laquelle il appartient, a 



c 3 



pour paramètre la quantité — , et que les abscisses comp- 

r 

tées à partir de son sommet , sont égales à la différence 

entre la quantité j-j- — et les ordonnées de la première 

parabole, dans laquelle a: 9 =/>y. En effet, si l'on porte 
perpendiculairement à Taxe AB des abscisses ,Jig. 68, et Fig.6^ 

b % 
du côté des ordonnées positives, une distance AA'=. — , 

*P 
droite A B r y menée parallèlement à AB, sera Taxe à par- 
tir duquel on doit prendre les y . Le sommet de la para*» 
bole donty désigne Tordonrfée , correspondant au point 

où Ton a y = o , ce qui arrive quand x = — "t"f ■- , il 
Trigonométrie, Q 
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M 4- Âcfi 
faudra faite AD = « , et ayant élevé DJ à an- 

gle droit sur AB , le point / sera le sommet de la se- 
conde parabole GIH> A' I en sera Taxe ; et connaissant 
«on paramètre r rien ne sera plus facile que de la cons- 
truire par points., suivant le procédé du numéro i55. 
Quant à la première parabole EÀF , donnée parl'é- 
quation x* = py , il est visible qu'elle a son sommet à 
l'origine A des coordonnées, et pour axé celui desy t 
AÇ. Lorsqu'elle sera construite, les points M, M' 9 
M". , M m y où elle rencontrera la parabole GIH , auront 
des. ab-cisses égalés aux racines de l'équation proposée , 
pùisqu'à ces points les valeurs de x satisfont en même 
temps aux deux équftions 

• x*=py, 
p*y**—b*py -f- c 3 x — rf* = o, 

desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l'équation tfe la pre- 
mière parabole , demeurant indéterminée, peut , pour 
amplifier la construction , recevoir telle valeur qu'on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général, j'ai disposé 
l'équation proposée et la figure, de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais 
cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple, 
l'axe A'I de la parabole GIH tombait au-dessous de 
AB , ce qui arriverait si le terme btpy avait le signe -f-/ 

puisqu'il faudrait faire alors y =y' ,il n'y 'aurait 

zp 

que deux intersections au plus , car il est bien clair que 
la branche IH ne pourrait plus rencontrer la para- 
bole EAF-, dans certains cas même, la courbe GIH se 
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trouvera toute entière au-dessous de EAF ', et alors les 
-racines de la proposée seront imaginaires. 

On voit au reste par cette construction , comme par 
4a théorie des équations ; que l'équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines 
réelles, puisque les deux paraboles EAF > et GfH ne 
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points. 

1 70. Il suit aussi de là que le cercle et la ligne droite 
ne se rencontrant pas en plus de deux points , ne peu- 
vent résoudre que des problèmes susceptibles d'être 
ramenés à des équations du second degré , et ne sau- 
raienfpar conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tejs que les problèmes de la duplication ' du 
cube et de la trisection de l'angle , si fameux dans 

l'antiquité. 

Par le premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celui d'un autre cube 
donné. Si a est le côté de celui-ci, et x le côté de 
l'autre , on aura cette équation : 

x 3 = 2a 3 , ou x 3 — 2a 3 = o. 

Pour la comparer à la proposée , il faut l'amener au 

quatrième degré , ce qui se fera en la multipliant par 

x y et on aura 

o:* — '- aa 3 x = o ; 

comparant avec x^ — 6 a x a -f- c 3 x — S = o , il viendra 

6 = 0, c 3 = — an 3 , d = o. 

Les équations des paraboles à construire , seront par 



2c 3 



conséquent x*-=zpy 9 jr ft = — ~ x \ et si l'on prend 

P 
p'=za ) elles deviendront 

x*z=iay, y* — sax: 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui de 

la première. Ces courbes passeront toutes deux par l'ori- 

Q 3 



> 
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.*%• 69- gine A> fig. 69 , puisqu'on aura x = o, y = o, danf 
Tune et dans l'autre en même temps ; elles s'y coupe- 
ront , et cette intersection donnera x = o , racine qui • 
vient du facteur introduit pour élever au quatrième de- 
gré l'équation à construire. La figure montre que l'on 
ne peut avoir en outre qu'une seule racine réelle AP \ 
et en effet, on a vu, dans les É terriens aV Algèbre, 
que Téquation x 3 — 2a 3 = n'en a pas davantage. 

171. Le problème de la trisection de l'angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales , ce qui s'effectuerait sans peine , si , connaissant 
la corde ou le sinus d'un arc, on obtenait la corde ou le 
sinus de son tiers. Cette question n'est qu'un cas parti- 
culier de la théorie de la multisection des angles, que 
je ne saurais exposer ici , mais dont on trouvera les 
bases dans l'Introduction au Traité du Calcul différen- 
tiel et du Calcul intégral; elle se met en équation par 
le moyen des formules du numéro 1 1 , qui donnent 

- Â 4 cos A 3 — ZR*co*A 
cos 3-4 = — , 

Si Von regarde cos oA comme donné, et que l'on prenne 
cos A pour l'inconnue, on aura , en faisant cos 3A=z a 
et cos A = x, cette équation : 

^ — l/Fo:— *.R* a = 09 

qui, étant multipliée par x et comparée à l'équatioa. 

X*— b*x* -f C 3 * — £#= o , 
donnera 

b* = \R\ c 3 = — \R*a, d* = o, 

On aura encore ici une intersection au point A cor- 
respondant à la racine x = o , et les trois autres points 
d'intersection donneront les trois racines de l'équation 
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Il semble au premier coup-d œil qu'on ne devrait 
avoir qu'une racine réelle, et qu'il n'y a qu'une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales ; mais 
en y réfléchissant avec un peu d'attention,. on recon- 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques- 
tion proposée , car les ares ZA , st -f- 3 A , far -f- 3A, 
qui ont) le même cosinus (a3), étant divisés par 3, 
donnent les valeurs 

o: = cos^, < r = cos(§*' +^), a?=cos(|T + -^), 

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir 
d'autres, parce que les arcs 6ar + 3A, 8tt -f- 3//, etc. 
qui ont encore le même cosinus que A , étant divisés 
par 3, conduisent aux arcs 2cr+^, aw+J^+^f, etc. 
et que 

cos(2t+^) = cos^, cos(a$r-f- f t-\-A) = cos( 3 w-j-A), 
etc. 

j 72. Avant que les méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 
jourd'hui , les géomètres s'appliquaient beaucoup à 
la construction des équations, et faisaient tous leurs 
efforts pour l'effectuer par les courbes les plus 
simples, ou les plus faciles à décrire. C'est ainsi 
que Halley donna une méthode pour construire les 
équations du troisième et du quatrième degré par le 
cercle et la parabole ; et cette méthode a quelque avan- 
tage sur celle du numéro 169 , en ce que le cercle qui 
remplace une des paraboles , se tracé par un mouvement 
continu : mais le peu d'usage que l'on fait à présent des 
constructions , Âpense des détails à cet égard, et je 



(*) L'e'qaation ci-dessus tombe en effet dans le cas irréductible* 
(Voyez le Complément des Elémens d'Algèbre») 
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terminerai en conséquence ce traité par l'exposition 
d'une méthode qui réunit à l'avantage de s'appliquer 
v aux équations d'un degré quelconque , celui de peindre 
lqs résultats obtenus anaîytiquement par la théorie de 
la composition des équations. 

Pour fixer les idées, je supposerai que l'équation à 
construire soit seulement a + bx + c<£ a + dx* = o; 
et je ferai ' . . 

y ^=1 a -\- bx -\- cx*^-\- dx*. 

Puisque dans les points où la courbe représentée par 
cette dernière équation, rencontrera Taxe des abscisses, 
on auray = 0,1! s'ensuit que les abscisses de ces points 
seront l§s racines de l'équation proposée ; la question 
sera donc réduite à construire la courbe dont il s'agit , 
ce qui est facile , après avoir rendu son équation h«mo* 
gène, en y restituant les puissances de l'unité (71 J. On* 
obtiendra en effet 

, , bx , ci 2 . dx* 

J ■ n ■ n a ' h 3 9 

** résultat dont chaque terme se construirait séparément 
par les lignes proportionnelles. (68) ; mais voici un 
moyen de lier entre elles d'une manière commode les 
différentes opérations. 
?ig. 70. On mènera \ ftg.! 70, Taxe AB des abscisses ; par l'ori- 
gine A , on élèvera perpendiculairement a cet àxè , la 
droite AÇy qui sera celui des y; et ayant pris sur le 
premier la partie^ AD = ^ , et mené TÛE parallèle à 
AC 9 on portera sur cette dernière des parties , ; . . 

AF = 4, FG=£, G*i=c, HJ=zd; < * 

oh tirera ensuite ÏK parallèle à A&, on joindra les 
points Jffet K par une droite qui" coupera en L,ia ligne 
PR élevée- perperîdiculairertient à AÊ; sur l'abscisse 
AP = x \ on mènera ML parallèle à AB , pour déter- 



A 
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miner sut DE le point M , que Pon joindra ayec le point 
G ; par le point A r , où MG rencontrera PR, on tirera 
ON parallèle encore à AB , et joignant le point Qàvep 
1 le point F, la droite P iston nera sur P/l un point Ç > 
tel que PQ =y. 

En effet,, on a par lesTEangles semblables JKH et 
ii* ZJ/i 

J/C (n) : H'L (x) :: HI(d) : JHH' ci — ; 

II r 

d'où GH' = GH+Hff = c+ — ; 

n 

des triangles #'J/G et G'NG, il résulte 

ffii/W : g'a» :: gzt(W~): gg'=^+^, 

et par conséquent . 

FG'=zFG + GG'=b + — + ^f; : 

71 n . . 

•enfin des triangles G'OF, F f QF> on conclut 

ce qui donne pour dernier résultat 
PQ = AF'=iAF+FF'^a + ^ + ^-+^. 



:- / 



On étendra sàne peine ce procédé au cas où l'équar- 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes; 
et lorsqu'on aura obtenu assez de points pour caractér- 
iser la marche de la courbe , on reconnaîtra aisément 
«de combien.. de racines réelles cette équation est sus- 
ceptible. 

173. Si : le cours de la courbe est tel que le repré- 
sente la ligne XEGILY, fig. 71 , elle rencontrera cinq no. 71; 



» . 
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fois l'axe des abscisses , et indiquera par conséquent^ qu£ 
l'équation dont elle dérive a un pareil nombre de ra- 
cines réelles : cette équation ne pourra être d'un degré 
inférieur au cinquième. L^mation proposée sera 

a + bx + cx* + dx?^^i+fx* + etc.==o, 

et celle de la courbe à construire , 

y = a + bx + ex* + dx 3 + eat + fx 5 -f- etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l'ordon- 
née y, ne sont autre chose que les résultats qu'on tire 
de l'équation proposée , en donnant à x les valeurs 
correspondantes aux différentes abscisses qu'on a choi- 
sies arbitrairement : la courbe XEGILY offre donc en 
quelque sorte l'équivalent du tableau dans lequel ces 
résultats seraient inscrits , mais avec cet avantage qu'en 
vertu de la loi de continuité , qu'on sent bien mieux 
dans les lignes que dans les nombres , les intervalles 
entre deux substitutions successives se remplissent avec 
la plus grande facilité. Ayant calculé , par exemple^ 
les ordonnées P*P , Q'Q, R'R, fort proches les unes 
des autres , et joignant leurs extrémités par un trait 
continu, sans angles ni jarrets , on a d'une manière 
assez exacte les ordonnées intermédiaires. 

On observera , i°. que puisque l'équation de la 
courbe ne renferme qufc des puissances entières et posi- 
tives de x, chaque valeur de cette indéterminée ne 
donnera pour^ qu'une seule valeur qui sera finie ou li- 
mitée tant que x le sera, mais que^y sera susceptible de 
"prendre des accroissemens indéfinis ou illimités, lors- 
que a; en recevra de tels, et que par conséquent la 
courbe XEGILY doit s'étendre à l'infini, de chaque 
côté de l'axe AC des y. ^ 

a°. L'inspection seule de la figure fait voir, que la 
courbe XEGILYne saurait passer d'un côté de l'axe AU 
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à l'autre , sans rencontrer cet axe , ou analytiquement 
parlant , que l'ordonnée y ne peut changer de signe sans 
devenir nulle (*) ; d'où il suit que si deux substitutions 
faites dans l'équation proposée , donnent deux résultats: 
de signe contraire , il y a nécessairement une racine 
réelle comprise entre les valeurs de x employées dans 
ces substitutions. » 

5°. Si Ton prend sur la même courbe deux point» 
placés du même côté par rapport à Taxe AB , il y aura 
toujours entre eux un nombre pair d'intersections de la 
courbe et de cet axe : on en voit en effet deux, entre JE 
et /, quatre entre E et Y , ou entre X et L , etc. ou bien 
il n'y en aura aucunes , ainsi que cela arrive entre P 
et /. Au contraire , il y m aura certainement un nombre 
impair d'intersections , si- les points que Ton considère 
sont placés de différens côtés, comme le sont X etE 9 
X et /, X et Y, etc, De là résulte cette proposition 
analytique : entre deux valeurs de x, qui, par leur sub- 
stitution dans y l'équation proposée, donnent deux résul- 
tats de même signe , il ne peut y avoir qu'un nombre 
pair de racines réelles, et il y en aura un nombre impair 
si ces résultats sont de signes différens. 

4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des rela- 
tions que peuvent avoir entre eux les coefficiens a, b , c 9 
d, e, f, etc. deux intersections consécutives , comme 
K et M , se rapprochant continuellement, viennent à 
se confondre , et la partie f/CLMYde la courbe prenant 
la forme du- trait ponctué IL! Y, ne fait plus que toucher 



(*) Gela est vrai dans ce cas ; parce que l'expression dey est sans 

' . • . a 

dénominateur ; mais si on avait y = — , là succession des râleurs 

■•vu-.-.: i 
ar = -h i, ar = octT = — i, donnerait y=. -+- a t y zr - ou infinie , et 

y = — a. C'est ainsi que les branches de l'hyperbole, considérée entre 
ses asymptotes, sont lices entre elles (iao). 
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Taxe AB\ alors les deux racines représentées par AK&. 
AM, deviennent égales entre elles et à l'abscisse AU» 
On voit facilement que si l'équation proposée n'avait pas 
d'autres racines réelles > la courbe qui en dérive ne 
couperait son axe nulle part, et qu'on ne pourrait par 
conséquent faire changer de signe le premier membre 
de cette équation , par aucune substitution. Il n'en ser 
rait/pas de. même dans le cas où trois intersections se 
réuniraient : la courbe couperait au moins une fois 
Taxe, soit avant , soit après ; et pour s'en convaincre > 
il suffit de voir ce qui resterait de cette courbe si les 
trois points H, K et M , ou F, H et K , venaient à sa 
confondre. En suivant ces considérations, on recon- 
naîtra que, par la réunion d'un % nombre pair d'intersec- 
tions ; la courbe dérivée de l'équation proposée .peut se 
trouver toute entière d'un même côté de l'axe , mais 
que cette circonstance n'a iamais lieu lorsque le nom- 
bre dés intersections , confondues en une seule , est 
impair ; et on conclura de là que lorsqu'une équation 
%*a pour racines réelles qu'un nombre pair de racines 
égales , "- il est impossible d'en reconnaître l'existence 
par aucune substitution. 

• Souvent l'inspection d'un petit nombre de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l'espace où elle s' ap- 
proche le plus de l'axe des abscisses; alors multipliant 
dans cet espace , le nombre des points déterminés , on 
parvient à s'assurer s'il y a un contact ou bien des 
intersections , et si par conséquent l'équation propo- 
sée a des racines rigoureusement égales , ou seulement 
peu différentes les unes des autres : dans ce cas, la 
construction de la qourbe sert autant à faciliter là ré- 
solution numérique qu'à en éclairer la marche. 
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APPENDICE 

Contenant les premiers Principes de 
. l'Application à l'Algèbre , aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à doubla 
courbure. 



Obskrv. Je , croîs devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi- 
dérations , qu'ils trouveront dans le Com- 
plément des Elémens de Géométrie ., les 
notions préliminaires indispensables pour 
l'intelligence de ce qui Va suivre* 



Equation du plan et de la ligne droitq. 

174* Ju A manière la plus commode de fixer la posi- 
tion d'un point quelconque M dans l'espace , Jig. 72, Fic^a. 
est de le projeter d'abord sur un plan BAC donné de 
position , en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM-, et de rapporter ensuite la projection M' , à 
'deux axes AB et AC 9 perpendiculaires t entre eux, 
par les coordonnées AP et PM'. Cela revient à rap- 
porter le point lui-même, aux trois plans &AC.,.BAD 
et DAC , perpendiculaires entre eux ; car les; .coordon- 
nées AP et PM\ situées dans le plan BAC , repré- 
sentent les distances MM? et MM" du point proposé M 9 
aux deux autres plans DAC et BAD. Les droites AB , 
AC, AD y suivant lesquelles les pjans coordonnés BAC \ 
M AD, DAÇ 9 se coupent deux à deux, sont les axe* 
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des coordonnées ; et on les distingue entre elles par 1& 
lettre qui .marque la coordonnée qui leur est parallèle. 
Ainsi, en faisant AP= x , PM 9 = y , M'M= z , la 
ligne AB sera Taxe des x , la ligne AC, celui desjj , 
et la ligne AD, celui des z. 

.Les plans coordonnés •reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le -plan BAC s'appellera le 
plan des x ety , parce qu'il contient les coordonnées, x 
et y. La projection M" dtipointJlf , sur leplan/L^D, 
étant ^apportée aux deux axes AB et AD , par les 
coordonnées AP = x et 1W = 3fM-=: z , ce plan 
sera désigné sous le nom de plan des x et z. Enfin la 
projection M" du point M, sur .le \>\anDAC, étant • 
rapportée aux axes AC et AD , par les coordonnées 
AQz=zPM'±=zy et QM'*=Afil/=:3, ce plan sera 
désigne sous le nom de plan des^y et z. 

Il faut observer , i°. que les coordonnées^ et z sont 
nulles en même temps pour tous les points de Taxe 
des x , AB \ "qu'il en est de même de x et de z relati- 
vement à Taxe des^y , AC , et de x et de y relativement 
kYaxecïesz, BD : 

2°. Que pour tous les points du plan BAC • la coor- 
donnée z est nulle , et qu'elle a une valeur constante 
dans tous ceux d'un plan quelconque , parallèle à ce 
premier; en sorte que cette équation, z = c , lorsqu'elle 
est seule et qu'bh n'a aucune autre détermination rela- 
tivement aux deux coordonnées restantes x ety, doit 
être regardée comme désignant touâ les points du pian 
mené parallèlement à BAC , à une distance égale à c. 
On verra^dé même que y est nulle pour tous les points 
du plan BAD\ et que l'équation du plan qu\>n mène-» 
raiî , parallèlement à ce premier , à une distance b, se- 
f?çXyz=izb, 

4 Si on réunit ensemble les deux équations z = c et 
y—b, c'est-à-dire; si on suppose qu'elles aient lieuea 
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même terapk, elles désigneront une droite parallèle à 
Taxe des x, et menée par le point du plan des y et z, 
dont les coordonnées sont c et b ; car il est facile de 
voir que cette droite peut' être regardée comme l'in- 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC , BAD. 

Enfin; dans le plan DAC, la coordonnée x sera 
. toujours nulle , et x = a sera l'équation du plan paral- 
lèle à ce premier , mené à une distance égale à a. Les 
trois équations z=c ,yz=:b ,x — a, étant réunies , ne 
peuvent plus appartenir qu'au point qui se trouve dans 
l'intersection des trois plans respectivement parallèles 
à chacun des plans coordonnés. 

175. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indéterminées or, 
y et z % et je prends pour exemple z = Ax, On voit 
d'abord (87) que cette équation appartient aune droite 
AN" y jig. 73, menée dans le plan des x et z, BAD ; pic. 7$. 
mais elle a encore un sens plus étendu ; car si on 
conçoit que la droite AN" se meuve parallèlement i 
elle-même le long de l'axe AC , des^y, dans quelque 
position qu'elle s'arrête , l'ordonnée z, ou M'm } prise 
au point quelconque M' situé sur la droite PM f , 
parallèle à AC , sera égale à l'ordonnée Pm" 9 corres- 
pondante , dans le plan BAD, a l'abdbisse APz=z QM*. 
La droite AN", par le mouvement que je lui sup- 
pose , décrit le plan N" AC , passant par les droites 
AN" et AC ; on aura donc z = Ax pour tous les 
points de ce plan. On trouverait des conséquences ana- 
logues pour les autres plans coordonnés , en prenant 
des équations entre les indéterminées qu'ils contien- 
nent; mais il vaut mieux passer tout de suite à un cas 
plus général , et considérer l'équation z = Ax -f- By. 

En y faisant y =r o , il viendra z = Ax , d'où l'on 
conclura que la droite AN" , qui se trouve com- 
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prise dans cette dernière , renferme tous les points que 
la surface représentée par l'équation z*=Ax-{-By , a de 
communs avec le plan coordonné BAD, sur lequel^ est 
toujours nul , et que par. conséquent cette droite AN* 
est l'intersection de ce plan, avec la surface proposée. 

Lorsqu'on fait x = o , on obtient z =r By , équation 
qui appartient à une droite AÏS 19 menée par l'origine A, 
dansle plan DAC 3 et qui est l'intersection de ce plan , 
avecla surface représentée par l'équation z-=zAx + By. 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN 1 " se 
meuve parallèlement à elle-même le long de AN", 
elle décrira le plan N*AN"\ et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque m* M , la portion Mm 
de l'ordonnée M' M sera égale et parallèle à Qiri* : on 
aura par conséquent 

M'M^Pm" + Qm m = Ax + By=z; 

d'où il résulte que le plan IVAN" passant par les lignes 
AN" et AN'*, dont les équations sont 

z = Ax yz= By 

a lui-même pour équation "~ 

z = Ax -f- By. 

Si le plan proposé , au ]ieu de passer par l'origine A, 
ee trouvait dans *me position G'"EG", déterminée par 
les lignes JE G" , EG m 9 respectivement parallèles à AN" 
et à AN* y il serait parallèle à N^AN" ; et en prolon- 
geant l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu'elle ren- 
contrât le premier , on aurait 

M'L==:M'M+ML=M'M + AE: 

en nommant donc D la distance AE , et z l'ordonnée 
M'L, il viendrait, d'après ce qui précède , 

z = Ax + By -f- D. 
Telle est l'équation d'un plan mené dans une posi- 
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tion quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle 
représente l'équation générale du premier degré à trois 
indéterminées *, car cette dernière ne peut être que de 
la forme 

** -H #y + y* + ^=o ; 

et en la divisant par^, elle rentrera dans la première, 
lorsqu'on aura posé • 

y y y 

On voit donc que le coefficient y n'aîoute rien à la ' 
généralité de l'équation ; je Je conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je repré- 
senterai l'équation d'un plan quelconque par 

Ax + By -f Cz -f- D = o ; 

mais il faudra se rappeler que , dans tous les résultats , il 
y aura une dçs constautes qu'on pourra supposer égale à* 
l'unité , ou déterminer par des conditions particulières. 

176. En faisant successivement x,y et z nuls dans 
Téquation de ce plan, -on trouvera qu'jl coupe celui des 
y et z dans une ligne dont l'équation est Z?7-J- Cz-j-D-=o , 
celui des x et z , dans une ligne dont l'équation est 
Ax + Cz + D = o , et enfin celui des x et y dans une 
ligne ayant pour équation Ax -f- By + D = o. 

L'étendue des plans étant indéfinie, il faut concevoir 
que le plan G"EG* soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BAD , DAC ; il rencontrera alors le plan 
BAC , et passera au-dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x, y et z, doit être prise 
positivement et négativement , et que si les parties AB 9 
AC et jiD y fi*. 72 , des axes des coordonnées, repondent ne, 5: 
aux valeurs positives de ces quantités, les parties opposées 
Ab y Ac et Ad y répondront aux valeurs négatives. Cela 
peut se prouver immédiatement par le cours des lignes 
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situées* dans les plans BAC, BAD et DAC; on y par- 
viendrait encore en transportant chacun de ces plans 
parallèlement à lui-même, de manière à rendre posi- 
tives les ordonnées négatives qui lui sont perpendicu- 
laires, et on raisonnerait alors comme on le fait à l'égard 
des lignes (76). 

Il suit de là»qu'on peut distinguer dans lequel des 
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment 
autour du point A , tombe un point proposé , par le 
moyen des signes dont ses coordonnées sont affectées ; 
il suffit pour cela de remarquer que lorsqu'on prend 

-\-x> -f-js + z > dans l'angle ABCD , on a 
~\~ x » +.y> ""-^j dans l'angle ABCd , 
-f-cr, — y, -j-z, dans l'angle ABDc, 
—x, +y , •+-*, dans l'angle ACDb, 
~h x > — 'y y — z i dans l'angle ABcd t 

— x, — y, -f~z> dans l'angle ADbc, 

— X, +Jf> — z, dans l'angle ACbd t 

— x y — y, — z, dans l'angle Abcd', 

177. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu'on 
connaît deux plans qui la contiennent , et dont elle est 
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. 
Soient donc 

Ax +By + Cz + D =0 (i), 

A'x + B'y+Cz + D' —o (2) , 

les* équations des plans donnés; en regardant les indé- 
terminées x , y et z , comme ayant la même valeur dans 
ces deux équations , il n'en restera qu'une qu'on puisse 
prendre arbitrairement, et les deux autres calculées en 
conséquence de la première , feront connaître la posi- 
tion des différens points de la droite proposée. 

Les 
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Les équations (1) et (a) ne sont pas les seules qui 
paissent représenter la droite proposée; car elle de' 
trouve dans une infinité de plans différent : mais on 
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu'elle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux def 
coordonnée. x,y et,. 

En éliminant successivement x, y et z, entre les* 
équations ( i ) et ( à ) , on obtiendra les trois suivantes : ' 

(AB'--A'Bjy->-(CA' — CA)z + Aiy--A'D=zo,. 
(BC—B'Cïz — (AB'—A'.B)x+Biy — B'D=zo f . 

(Cjf~Cji)x—{BC~B'C)y+qy--ci>=*Q, : 

qui deviendront 

yy — j*a + *=:o.....(3), 
dtz — yx+ezzio (4), 

■■ fi X — *y + Ç=ô... : .(5), 

en faisant, pour abréger, ' 

AB'--A'B = y > CA' — CA = ) jBC r -&C?z*y 
Aiy—A'D=zl> BU —B'Dz=z* % Ciy—CD=^, 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour rem- 
placer les équations (1) et (2), et comprennent impli- 
citement la troisième. En effet, si on multiplie l'équa- 
, tion (3) par * ,Téc[uation (4) par j3, l'équatioq (5) par 
y, et qu'on ajoute les produits, on trouvera 

a^-l-jSf + ^Ç = o, 

résultat que la substitution des valeurs de a, &, y, <f , 
t et Ç, rendra identique , #n qui escrimera la condi- 
tion que doivent remplir ces quantités , pour que les 
équations (3), (4) et (5), étant données, à prictri, 
puissent appartenir à la même ligne droite. •' ■ " " J 

L'équation (3) qui renfenhe la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées y et % , pour tous les 
points de la droite proposée / appartient â F ensemble 

Trigonométrie* R 



des projections de ces points sur je plan des y et «, et 
est par conséquent l'équation de la projection de la. 
droite proposée, sur ce plan (CômpLdes Élém. de 
ùéom. n # 4). On verra de même que l'équation (4) 
appartient à la projection de cette droite, sur le plan 
des x et z ; et que l'équation ( 5 ) est celle de 
•a projection sur le plan des x ety. Deux quelconques 
de ces projections étant données, la. droite est entiè- 
rement déterminée ; cela est évident par l'analyse pré- 
cédente , et parce que la droite proposée , n'est autre 
que l'intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetons {Cùmpl. 5) , plans dont l'équation est la même 
que celle de. la projection sur laquelle ils sont élevés 
(i 7 5). 

178. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires , il suffit d'un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J'indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus 'fréquemment, et je traiterai en môme temps 
les Questions analogues, relativement aux lignes droites. 

lorsqu'il faut faire passer un plan par trois points, 
dont les coordonnées sont 

x* 9 y, *', *?,y, &*> **, y. *> 

On mét'successivement 

a? , x* , x* \ au lieu de x, . 

y ' > y>f> au lieu de ^, 
, '?. *', x", af , au Heu de %\ 

» 

dans l'équation générale du plan , • 

Jx + By + Cz + D = o, 

et il vient les trois équations suivantes ; 

: Arf +By +Cz f +D~o 9 

.Ax" -f By° + Cz« + D = o , 
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mu moyen desquelles on détermine les quantités ■— 

Met 

B C 

sp jt, et on trouve 

4~ . * CrW) - ** ( y-V) -H *' ( v'-V ) 

Z> atyV— y V)— x* ÇyV-yV) +x" , (y *'-^V>» 
■g_ x / (s i W) —x"(z'— z") -f a» ÇbW) 

5 ^(y"a'-ya")— x"(/z*- : yV)-f-x''(ya ,, -/a') i 

Il est aisé de voir que si on voulait déterminer lès 
équations des projections d'une droite qui passe par deux 
points donnés , on y parviendrait d'une manière ana- 
logue, en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales x = as *-f- «,y=: bz -f-/ï, 
et on trouverait ainsi 

179. Pour reconnaître quand deux lignes données 
•Ont dans un même plan , ou, ce qui revient au même , 
te coupent , il faut s'assurer si les indéterminées x,y et % 
peuvent être Communes aux quatre équations des pro- 1 
jectionç de ces droites (Compl. 19); or, il est évident 
qu'en éliminant a:, y et z, il restera une équation qui 
exprimera la condition sans laquelle lès équations des 
droites proposées ne sauraient avoir lieu pour le mêm* 
point. Soient 

y^zbz + fif yxzb'&-+&) 

les équations * de ces droites ; on eu tirera sur-ls» : 
champ 

R a 



V 
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tX éliminant * %9 il viendra 

/(*'—*) (ir — J)-.^— jg) (a'— a) =o- 

189. Deux plans qui sont parai /éles on % leurs coirjr 
munes sections , avec chaque plan coordonné, respec- 
tivement parallèles entre elles (Cqmpi. i5); mais si 

Ax + By + Cz+D—o, J'x + B'y+-Cz+D'=o, 

représentent les équations de ces deux plans, leurs com- 
munes sections respectives avec les plans des x et z, et 
des^yetz, auront pour équations , - / • 

' x Ax + Cz + D = o , ~ A + Cz + Z/zro, 

et îrô seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 
A ^A' B _B' 

• * 

Tirant de ces dernières les valeurs de A' et de B' y on 
obtiendra pour l'équation du plan parallèle au premier, 

Il reste IX à déterminer dans ce résultat ; or en suppo-*. 
sant que le plan cherché doive passer par un point dont 
le& coordonnée* soient x\ y' et z\ on aura 

^ (Aaf + Jff + GO +'jy =0; 

i^trattckant cette équation dû la précédente, Lf dispa- 

C ' 
raîtra, et divisant alors par -j?, il viendra 

. Il est à propos de remarquer qu'en regardant A, B, C,l 
comme des quantités quelconques, l'équation ci-dessus 
sera co v nunuaeà touj Je* plans qui passent par le point 
proposé. 
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Puisque deux droites spnt parallèles lorsque leufs 
projections sûr chacun des plans coordonnés , sont res-y 
pectivement parallèles (CompL 20), leurs équations 
seront, dans ce cas, de la forme 

arrraz-f-fltl x = az -J- *' Y 

y ^bz + f • \y =5 bz + j3' J ' 

Si la seconde doit passer par le point dont les cooç-» 
données sont x \ y' et z\ on aura, pour détermine)^*' 
et j8', les équations 

x'z=iaz' + &' et yz=zbz'+P, 
dont on tirera, en opérant comme tout-à l'heure ,' 

x— a/==a(z— z') , jr— y =i(a— -*')• • 
i8i. Pour trouver l'équation d'un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan , avec chacun des plans 
coordonnés, sont perpendiculaires ^x projections. de la 
droite donnée (Compl. 3a). Soient 

a:=az + «, yz=zbz -f-£, ' 
les équations de cette droite, et 

Ax + By+C%:+Pz=io, . L 

celle du plan cherché; les communes sections ide ce 
dernier, sur le plan des x et z, et des y etz , seront 
représentées par 

Ax -^-Cz + D = o ou 07 = — — y - — 7 ^ 

By+<2z + bz=o OU y — — ~ — — l 

et pour que -ces- droites «oient perpendiculaires aux 
projections de la droite donnée, il faudra qu'on ait 

? — -£> b: ^"c '\9°)- 
Substituant' les valeurs de A et de 2?. tirées de ces 
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' équations | dans celle tin plan cherché , on aura 
V C(àx + *y-M) +Z>=o; 

•t si ce plan doit passer par le point dont les coordon~ 
néçs sont af f y et V, son équation deviendra 

a(a? — af) ■+• i (y — y) -f-z — *'=o. 

Si l'équation du plan était donnée , et qu'on deman^ 
dât celle de la droite qui lui. est perpendiculaire, il 
faudrait alors remplacera et b par les valeurs indiquées 
ci-dessus; il viendrait 

*^a/==-£. (s—,*'), y— j/ =-£(* — z') 

pour les équations de la droite perpendiculaire an plan 
représenté par Ax*\-By~\-Cz+Dz=zo, et assujétie à 
passer par le point dont les coordonnées sont od y y' et % . 

ne 7a. 1 8a . La distance du point M,Jig. 72 , dont les coor- 
données sont x 9 y et z, à l'origine ^, a pour expression 

V^ % +PSP X '+MM^— Vx*+f+* % (Compl.24). 
Celle de deux points quelconques M et m, s'obtient 
€rf prenant POzzzpm', M'N—m'm, et en considé- 
rant les triangles m' OW et mNM \ rectangles l'un en 

O, l'autre en N : il en résulte 

mais en désignant par zf % y, 2,', les , coordonnées do 
point m, il vient" 

m'O^xrr^,. M'o\=y<—y\ MNz=*z—z' 9 
et observant que mN^m'M', on trouve 

mM = v^(a?4-^) a + cy— y)* + (*— *o a « 

i83. Ceci mène à l'équation de la sphère, puisque 
tous les pointa de sa surface devant être également 
éloignés de son centre, si on suppose d'abord qu'il 
•oit & l'origine et que le rayon soit r, on aura, dans 
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tous ces points , 

«et si les coordonnées du centre sont x',y, *', il viendra 

(*-*)*+ (y—y'Y + (*—»')' = a- 

184. Ce qui précède fait trouver d'une maniera 
très-simple l'expression du cosinus de l'angle com- 
pris entre deux droites données. Soient 

x — x 9 =s a (z — z') 1 x — a/ = d* (s — **) 1 

j -y = i c«-o / j -y = *'(*- *') / 

les équations des projections de ces droites , qui sa 
coupent au point dont les coordonnées sont x', y 
et z'\ si on imagine qu'elles se meuvent parallèle-» 
ment à elles-mêmes, jusqu'à ce que leur point d'in- 
tersection soit i l'origine, leur angle ne changera 
pas } et les équations ci-dessus se réduiront à 

x = az 1 x = dz \ 

y=zbz) y=zb'zj 

Si l'on conçoit ensuite une sphère qui ait son centra 
s à l'origine, et dont le rayon soit représenté par r; 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l'angle cherché, sera évidemment la 
corde de cet angle. On trouvera les coordonnées du 
point de rencontre de la première droite avec la sur- 
face de la sphère-, en déterminant x, y et a, par 
les équations de cette droite et par celle de la 
sphère j on aura ainsi 

ûr hr _^ r 

nommant oi x y' et z\ les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surface de la 
sphère , on aura de même - 
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L'expression du quarré de la distance, de ce point, au 
précédent, sera (x— j/y + (^— yfy + (z — z')*; 
et en y mettant pour a:— x', y-~y, &—&', leurs valeurs^ 
on trouvera, après les réductions, 

mais on sait que le quarré de la corde d'un angle 
quelconque V y est égal au produit du sinus-verse mul- 
tiplié par le diamètre (i 3)': on aura donc 2(1— cosjP') 
pour la yaleurdece quarré , et comparant avec l'ex- 
pression trouvée ci-dessus, dans laquelle on fera n=i, 

il viendra 

__ » " \A-ad+bb' 

Il sera facile de déduire de là 



^ iin r = * " * • 

V/(i+à a +^) (i-f-a' a +*' a ) 

. Pour que les deux droites proposées soient perpen- 
diculaires, il faudra qu'on ait cos/^=o, et par 
conséquent 1 + aa' + bV = 0. 

1 85. Le cosinus de l'angle que deux plans quelconques 
font entre eux , se déduit immédiatement de l'expres- 
sion qu'on vient de trouver ; car cet angle est égal à 
Celui que font deux droites, menées perpendiculaire- 
ment à chacun des plans proposés , par un point 
quelconque de leur commune section (Compl. $ )• 
Ces plans étant représentés par les équations 

Ax+By+Cz+D^o , Aaf+By' + Cz'+r/=o , 

si on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine 
des coordonnées, leur angle ne changera pas, et 
leurs équations se réduiront à 

jtx+By+Cz=o, Ax'+By'+Cz'-. 
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ceHes des droites qu'on mènera- peipendicnlairement 
à chacun d'eux, par ce point, seront (181) 

_A _jf 

B B' 

y=?c z ' y^c zl 

substituant donc dans l'expression de cos V> au lieu de 
a et 6, de a' et V 9 les valeurs que donnent ces équar* 
fions , il viendra 

„ AA'+BB'+CC 

cos V— , 

y/(A*+B*+0) {A?*+B f% +C*) 

Si l'un des plans proposés , le second , par exemple , 
était celui des x et y , pour lequel en a toujours 
£=0, il est évident que A* et È> deviendraient nuls 
dans cette supposition, et que cos V se réduirait i 

C 



\/A % +B*+t* 

On trouvera de même que le cosinus de l'angle, 
formé par le premier plan proposé avec celui des et 
et z, pour lequel on ay=o> A'=o et C=o, sera 

B 

\/A % +B*+C % ' 

et que le cosinus de l'angle du même plan avec celui 
des y et z , pour lequel x == o, 2*'=o, C = o, sera 

A 

\/A* + B % +(> 

Dans le cas où les deux plans proposés seraient 
perpendiculaires entre eux, on aurait cos ^ = 0, et 
par conséquent AA f ^BB f +CC = o. 

Des surfaces du second degré. 
186. Les surfaces, de même que les lignes, m 
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divisent en ordres, suivant le degré de leurs équâ-* 
tions. Le plan est la surface du premier ordre, parc* 
que son équation ne monte qu'au premier degré. Les 
surfaces du second ordre sont toutes comprises danl 
l'équation 

Ax?+ By*+ Cz % +**Dxy + zExz + aFyz > _ r 

+ &Gx + aHy -f *K* i ~ 
la plus générale qu'on puisse former dans le Fécond 
degré, avec les trois indéterminées x, y et z. 

En résolvant cette équation par rapport à l'une de 
ces lettres, par rapport à z, par exemple, on trouvera 

/ Ex + Fy+K . 
z — tf- r — 

• 

i. \/{(K*+CL)+&(EK— CG) x+ a(FK— CH)y 

+ {E?—AC) x*+a(EF—CD) xy + (F*— BC)y* }. 

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan des x x 
et y , répondent deux points sur la surface proposée , 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit 
par la substitution de toutes les valeurs possibles de x 
et de y , une portion de surface qui est, par rapport i 
là surface totale , ce que sont les branches d'une courbe 
N à l'égard de cette courbe ; on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 

On remarquera d'abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l'ordonnée d'un plan , qui 
partage la surface en deux parties symétriques ; car si 
on faisait partir les ordonnées de ce plan , en posant 

, Ex+Fy + K 

* H g* = "> 

la nouvelle ordonnée u aurait deux valeurs égales % 
l'une positive et l'autre négative : le plan dont il s'agit 
est donc, à l'égard des surfaces du second degré,, c* 



* N 
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qu'est on diamètre par rapport aux courbes de ce 

degré. 

% On se ferait difficilement l'idée de la forme que doit 
affecter une surface dont on a l'équation , si on n'en 
considérait que des points isolés ; maïs au lieu de cela , 
on imagine une infinité de sections faites dans cette 
surface par des plans, que pour plus de simplicité on 
prend parallèles à l'un des plans, coordonnés : le cours 
de ces' diverses courbes étant connu , leur continuité 
rend sensible la forme de la surface proposée. 

. Tous les points d'un plan mené parallèlement à celui 
des x z\y , à une distance désignée par a, étant com- 
pris dans l'équation z = a , si on substitue cette valeur 
dans l'équation générale des surfaces du second degré , 
le résultat 

Ax* + By>+*Dxy \ =L ^ SiKa ^ Cà . 

+ 2(£a+G)x+z(Fa+H)y f 

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x et y pour les points de la surface 
proposée , distans de ce plan de la quantité a , et appar- 
tiendra donc sur le plan des x et y ,. à la projection de la 
•courbe , dans laquelle le plan dont V équation est z = a t 
rencontre la surface du second degré ; et comme ce plan ' 
est parallèle a celui des x et y , il est évident que la 
section faite dans la surface même ne différera pas de 
6a projection sur le plan dont il s'agit. 

En prenant pour a diverses valeurs , on aura les 
diverses sections parallèles au plan des x,y\ si l'on fait 
a ^= o , l'équation résultante 

Ax* + By* + aDxy î 

+aGx-f. *Hy J " ' 

donnera la courbe du second degré , dans laquelle 
la surface rencontre *ce plan. On déterminerait 



\ 
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de la même manière les équations des section* parai-; 
lèles au plan des x et z et à celui des y et z. 

On conçoit* facilement , et on en a d'ailleurs vu 
l'exemple sur la sphère (*83), que les surfaces â sui- 
vant qu'elles sont placées d'une manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux axes des coordonnées , ont 
des équations plus ou moins simples ,; et que. par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces % que peut représenter l'équation générale 
de celles du second degré , il faut d'abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées , ce qui peut se 
faire , soit en discutant le radical , d'une manière ana- 
logue à celle qu'on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n os 1 i 1 — 120 , soit en construisant de» 
formules générales pour la transformation des coordon- 
nées dans l'espace, et en employant, comme dans les 
n° 8 ia5 — 127, les quantités relatives à la position des 
axes^ à simplifier autant qu'il est possible l'équation gé- 
nérale. On peut consulter pour ces détails , qui sortent 
entièrement des Elémèns, le premier volume de mon 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, 

187. Je ferai remarquer seulement qu'on peut tirer 
du n° 184 , Inéquation du cône droit , placé 'dans une si- 
tuation quelconque par rapport aux plans coordonnés. 

En effet, le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d'une droite assuiétie à tourner autour d'un 
autre , en faisant avec, elle un angle constant , si on 
désigne par <t\ Q> } y , les coordonnées du sommet , qu'on 
prenne pour la droite fixe ou l'axe du cône , les équa- 
tions 

x t^ a == a ( z — y) y 
^ -1/8 = 6 {z— y), 

pour la droite mobile ou le côté du cône, les équations 

ix^A)=a , (z 1 —y) > â 
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le cosinus de l'angle de ces deux droites sera 

1 + ad -f- b V 9 

: . V\i + <? + **) -M' a + * ?ï ) !.. 

comme il doit être constant, on le représentera par c, ; 
puis on observera que a, 6 appartenant à l'axe, désignent 
des quantités connues, et que 

En substituant ces valeurs , on formera l'équation 

l/0*^)Q<^) ; +(^) , ]~ c '- 

gui se réduit facilement à 



en faisant pour abréger l/i. -f- a 11 -f-A* ^m.. 

Si on place le sommet à l'origine dès coordonnées , 
on aura 

■ i» P 1 — — — ii— ^« 1 i . ] —— — 4»—— »f— p— — ■•• 

(*) Il est aise de voir que si l'on faisait * = o, dans cette équation , 
le résultât, qui appartiendrait ftla section dti cône par le plan des x 
et f, prendrait Ja forme de l'équation générale du second. .d*-gré à, 
deux inconnues, et qu'on* poufraîè par ce mojén montrer algébri- 
quement, l'identité des courbes du sepond degré avec les sections 
faites dans ira cAne droit par un plan; mais cette voie serait beau- 
coup plus compliquée et moins générale qne.cetle qu'on a suivie dan» 
les num. i5** — i56 , puisqu'on y a considéré un c6ne quelconque. 
D'ailleurs , le calcul pour nn cône oblique à bdfee circulaire , se trouve 
dans X!Appendix de superficiebus, placé à la fin du second volume'dtf 
Vlntroductio in analym infinitomm d'étaler , imprim «en 174& 
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et 

, ax + iy -f- z 

■ i •* =—=*. = c. 

Si on fait coïncider Taxe du cône avec faxe des z t 
il viendra a = o , £ == o, m == 1 , puisqu'on à sur cet 
axe y 2=1 o , x = o , quel que soit z \ et lequation ci- 
dessus se réduit à 



c 



Vx* +y* + z % ' 

de laquelle on tire , par l'élévation au quarré , 

z » ( 1 _ c*) — c» (x* +y*). 
En faisant dans cette équation 2 = n , elle devient 

n » ( x — c») = c* (x* +y) , 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

ny 1 — c* 
dans Taxe des s, et dont le rayon est -7- — : . Il suit 

de là que toutes les sections faites par un plan parallèle 
à celui des x et y> dans le cône proposé, sont des 
cercles, ce qui est d'ailleurs évident par la nature de ce 
cône. 

On tire de l'équation ci-dessus 

> 

il est facile de voir que \/i— c* est le sinus de l'angle 

que fait le côté du cône avec Taxe des & f et que par 

c * 

conséquent - y ^— est la cotangente de cet angle, 

ou la tangente de celui que la même droite fait avec 
le plan des x et y. 

Si on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de l'axe des ss, cet axe coïncidant toujours 
avec celui du cône , on aurait 
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c v*Tr- 



En faisant z = o, on obtiendra l'équation de la 
Courbe nuyant laquelle le cône rencontre le plan 
des x , y , et qu'on peut regarder comme la base. 
Cette équation sera 

•De appartient à un cercle dont le rayon est 

y\Ci— c» 
c 

Si on représente par r ce rayon , on aura 



r*=< — , et y^sz 



cr 



l'équation 



te changeant alors en 

cr c 



5 i/a^+y; 



peut être mise sous la forme 

dans le cas où c se 1 , elle se réduit à 

188. Cette dernière équation qui ne contient plus que 
deux des trois coordonnées , appartient néanmoins i 
la surface, cylindrique dans laquelle se transforme le 
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cône lorsque son sommet s'éloigne à l'infini ; car c 
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite 
génératrice du cône et son axe , l'hypothèse ,c= 1, 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s'agit : la première en tournant autour 
de là seconde, décrit donc la surface d'un cylindre 
droit perpendiculaire au plan des x et y, et ayant 
pour base sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r, et dont le centre est à l'origine des coor- 
données. 

Ceci conduit à remarquer qu'une équation quel- 
conque qui ne contient que deux- des trois coordori^- 
' nées, et qui ne désigne qu'une courbe sur le plan 
de ces coordonnées , appartient , dans l'espace , à une 
surface , puisque la coordonnée qui n'entre point 
dans cette équation,' se trouvant indépendante des 
deux autres , a une infinité de yaleura pour chaque 
point du plan cité ; et ces valeurs répondent à tous 
les points.de la droite élevée perpendiculairement au 
plan coordonné par le point que l'on y considère. 

L'ensemble de toutes les droites élevées ;: Ëinst sur 
chaque point de la courbe , constitue-une surface cylin- 
drique, en prenant cette dénomination dans toute l'é- 
tendue qu'on lui assigne dans le Compléme#4 dss ;Élé~ 
mens de Géométrie. 

'Des Courbes cojïstiérées dans ^espace. 

189. Lorsqu'on envisage- les cqûrh^efr dans l>spûC£, 
elles résultent toujours de l'intersection de deux sur- 
faces , de mênie que la ligne' droite résulté de la ren- 
contre de deux plans (177)^ On -peut* «par exemple 
indiquer un cercle, eî donnant la sphère dont il 
fait partie et le plafi qui la rencontré; ' En suppo* 
*ant que la sphère ait son centre à l'origine des 0001*- 
doïroées-, etqutî ie pian soit quelconque, le syrtème 
des équations &. 
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x* +y + z*=i* (1) 

Ax -f By -f Cz =5 D (2) 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé , puisque ce système ne 
conviendra qu'aux points qui se trouvent en même 
temps sur Tune et l'autre surface. 

Il est visible qu'on peut transformer le systèmes 
des équations (i) et (2) en une infinité d'autres qui 
soient équivalens ; mais le plus souvent on élimine altèr* 
nativement une des trois indéterminées x , y ou z 9 
et lV>n obtient, entre ces quantités combinées deux 
à deux, trois équations qui appartiennent aux projec- 
tions de la courbe cherchée , sur chacun des plans co- 
ordonnés. 

Dans l'exemple ci-dessus, on a 

deux quelconques de ces équations donnent la troi- 
sième , et elles appartiennent (128) à des ellipses qui 
sont les projections du cercle , sur chacun des plans 
coordonnés (Compl. 65). 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec- 
tions , il faut considérer que ces équations appartiennent 
à des surfaces cylindriques élevées perpendiculaire- 
ment sur les projections (188) , de même que les équa- 
tions des projections d'une droite désignent aussi ses 
plans projetans. 

Il suit de là, que la courbe proposée résulte <fc 
Trigonométrie. S 
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l'intersection des surfaces cylindriques élevées stxt 

deux de ses projections, (CompL 77). 

lyo. Dans le plus grand nombre de cas, l'intersection 
de deux surfaces courbes ne saurait avoir tous ses 
points dans un même plan , et forme alors une courbe 
à double courbure; telle est par exemple l'intersec- 
tion d'une sphère et d'un cylindre droit , lorsque l'axe 
du cylindre ne passe pas par le centre de la sphère. 

Si l'on suppose que la sphère ait son centre à l'origine, 
et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui des a, 
sa base , sur le plan des x et y, soit un cercle passant 
par l'origine et ayant pour diamètre Taxe des x , les 
équations des surfaces contenant la courbe proposée , 
seront 

aax — x* =y* 
et l'on aura pour les projections en x 3 z et en x y y , 

aax — x* ==y a 
qox -f- a* = r*. 

Le centre de la sphère se trouvant sur la surface du 
cylindre , la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface , et fai- 
sant tourner l'autre sur la même surface , avec une ou- 
verture égale au rayon de la sphère ( Compl. 77 ). 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra , il faut 
déterminer les coordonnées^ et z au moyen de l'abscisse 
x , par les équations des projections , qui donnent 

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en assi- 
gnant les cas dans lesquels ces coordonnées deviennent 
imaginaires ; or, on ne trouve de valeurs réelles pour y que 
depuis x = o jusqu'à x = aa , et pour z , depuis 

x = o jusqu'à x = — , du côté positif, et depuis 
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x = o jusqu'à 1 infini du côté négatif; mitt 3 est 
évident qu'il ne faut prendre que la partie de 1 ab- 
scisse x» comm une aux deux projections , puisqu'il 
suffit qu'une des coordonnées devienne imaginaire 
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s'éten- 

r* 
dra donc que depuis 1=0 jusqu'à x = — . 



La considération des projections elles-mêmes confirme 
ce résultat. L'équation en x et y appartenant au cercle 
AEfF'tf, Jig. 74, qui sert de base an cylindre et celle ne. 74,' 
qui renferme xetz, appartenant à la parabole H*fh* 9 

dont le paramètre =aa, et la distance AI = — , 

il est évident qu'on ne peut employer à la description 
de la courbe proposée que les portions E?Ae' et HT h 9 , 
de ses projections, correspondantes sur l'axe >4/? à la 
partie AI'. 

loi. Enfin, pour s'assurer anaîytiquement que la 
courbe proposée n'est pas plane , il faut chercher si elle 
ne peut être l'intersection de l'un des cylindres élevés 
sur ses projections, par aucun plan. En désignant par 

Ax+ By + Cz = D 

l'éqnation d'un plan quelconque , son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole H"I'h u , sera représen- 
tée par les équations 

Ax + By + Czz=:D 

aax-f- z % =r*; 

la projection de cette intersection aura pour équation 
sur le plan des y et z , 

fr* ~*\ 

A± ï-i + By + C*=3D 9 

et devra coïncider , dans tous ses points , avec celle de 
la courbe proposée, sur le même plan desjr et z, qui est 
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(r a — z a V 

or on tire de la précédente , 

QaD — Ar* — zaCz + Az % 

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z , on ait 

/<zaD — Ar*—QaCz + Az*\ *_ t ft (r* — &»)' 
\ zaB ~)~~~ T Z 4<? - 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 

forme 
% Pz*+Qz 3 + Rz % + Sz + T=o, 

les lettres P , Q, R t S et T, désignant des coefficiens 
formés des quantités A , B , C y D\ et pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de z t il faudra 
qu'on ait séparément 

P = o, Q = o, /* = o, S = o, T=o. 

On s'assurera par l'élimination qu'aucune de ces cinq 
équations ne rentre dans les autres , et que par consé- 
quent on ne peut déterminer les quatre coefficiens 
A , B , C 9 D , de manière à satisfaire à toutes en même 
temps -, il n'y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée ; et si on voulait déterminer z par 
l'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que 
quatre valeurs, en sorte que la courbe proposée ne 
peut être coupée par un plan , en plus de quatre points. 
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